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LIVRE I. 

SECnOIVS CONIQUES. 



CHAPITBE I. 

Rapport anliamLOiiiqiie* 



RAPPORT ANHARMONIQUE DE QUATRE POINTS EN LIGNE DROITE. 

1. — On appelle rapport anharmonique de quatre points en 
ligne droite, le quotient du rapport des distances de deux 
quelconques de ces points au troisième, divisé par le rapport 
des distances de ces deux mêmes points au quatrième. Ces dis- 
tances sont comptées à partir des premiers points et affectées 
du signe + ou du signe — suivant leur sens. 

Soient a, 6, c, d (fig. i) quatre 
" ^ b c 'd points en ligne droite, le rapport 

Fig. «. 

ac ^ ad 

bc' bd 
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est un rapport anhanoomqae; 3 en esl de même des rapports 

ad ^ ab 
cd' cÂ* 
aft ^ ac 
db'lc' 

et des rapports inverses des trois précédents. 

Il faut remarquer, dans l'expression de la distance de deux 
points, que l'interversion des lettres indique un changement 
de sens et correspond à un changement de signe. Ainsi 

ce = — bc. 

2. — Quand on connaît un des rapports anharmoniques de 
quatre points, on en peut déduire les deux autres. En effet, 
soient w, v, to, ces trois rapports, si on les exprime au moyen 
des trois longueurs 

aA=p, (ic=q^ ad=r, 
on trouve 

{p—r)q 
et si, partant de l'expression de u, on calcule i — u, oti arrive à 



ce qui donne 



.-.«=i. 



1 



résultat d'où l'on déduit, par permutation, 

1 



w. 



I — «; 
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Ces trois formules montrent que la connaissance d'un des rap- 
ports Uy Vy w entraînjç celle d^ deux autjres, et jl en résulte 
que, si deux systèmes de quatre points, situés sur deux lignes 
droites, ont un de ^eurs rapports anharmoniques £;ommun, ils 
ont tous les autres également communs. 

3. — Si l'un des quatre points s'élœgne indéfiniment, chaque 
rapport anharmcmique se réduit au rapport des distances de 
deux des autres points au troisième, et Ton a 

ac cb ab 

bc ab ac 

h. — Jusqu'ici Ton n'a considéré que des droites et des 
points réels; mais il est utile d'étendre ce qui précède aux 
droites et aux points imaginaires. 

On sadt qu'à deux valeurs réelles de? coordonnées a; et y cor- 
respond un point réel; par analogie, on dit qu'à deux valeurs 
imagix^ires ^ içes ^QçordonAées, coirespoad un point imagi- 
naire; et l'on appelle points imaginaires conjugués, ceux dont 
les abscisses, ainsi que les ordonnées, sont des quantités ima- 
ginaires conjuguées. 

Une équation du premier degré 

Aa?-f By-f C=o, 

àcoei&ci^its réds, est vérifiée parles coordonnées d'une infinité 
de points réels, dont le lieu est une droite; mais elle est aussi 
vérifiée par une infimté de systèmes de valeurs imaginaires de x 
^ de y? ^9 si l'on attribue à x deux valeurs imaginaires conju- 
guées, tes deux valeurs correspondantes dé y sont aussi conju- 
guées. On dit, en conséquence, que cette équation représente 
une droite réelle, et que cette droite contient une infinité de 
points imaginaires conjugués deux à deux. 

Par analogie, on dit qu'une équation du premier degré, à 
coefiicients imaginaires, représente une droite imaginaire. 11 est 
à remarquer .qu'une telle drdte passe par un point réel. Soit, 
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en eflfet, 

(A' + A"t)aî+(B'+B'ï)y+{C'+C"0=o, 
ou 

(A'x + B'y + C') + t{A"jr + B''y + C")=o, 

FéquatioD d'une droite imaginaire. Cette équation est vérifiée 
par les coordonnées du point d'intersection des deux droites 
réelles 

A'^x + B'^y + C'^sso. 

5. — Sur une droite réelle, on distingue deux directions; 
on peut faire la même distinction pour les dr(Htes imaginaires. 

Soit 

Aa? + By + C=o, 

l'équation d'une àrdte, x^^ y^ les coordonnées d'un point de 
cette droite, on a 

ou bien 

g— ^o _ y— yo 

a ~' 

et l'on peut supposa a'+ 6'= i; car, û cette égalité n'avait 
pas lieu, il suffirait, pour l'obtenir, de diviser a et b par un 
même Tacteur. Or, dans le cas d'une droite réelle, a et b sont 
les cosinus des angles de la droite avec les axes coordonnés, 
et ces cosinus changent de signe avec la direction que l'on 
considère, de telle sorte que les deux systèmes de valeurs a et 6, 
— a et — 6 , déterminent les deux directions de la droite. Pour 
les droites imaginaires, on dira de même que a et 6 déter*- 
minent Tune des directions, et que — a et — 6 déterminent 
l'autre. 

6, — On sait que, dans le cas d'une droite réelle, si a, et b 
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sont pris avec les signes qui conviennent à la direction suivant 
^ / laquelle se compte la distance p,,^ du point 

** ' ^otfo *^ P^"^^ ^ttfi (% 2), cette distance, 
avec son signe, est donnée par la formule 

Pou-— ^^-— j— 

Fig. «. 

Il en sera de même pour la distance de deux points imagi- 
naires appartenant à une droite réelle ou imaginaire, et il est 
évident que cette expression peut être prise pour définition de 
cette distance. On tirerait bien, de la formule précédente 

PoM = =fc: v^laTi — jrp)«+(y,-yp)S 

comme dans le cas de deux points réels; mais cette seconde 
expression a le désavantage de ne pas donner le signe de pp,^. 

Les longueurs ima^naires s'ajoutent et se retranchent comme 
les longueurs réelles; ainsi 

Po^î = Po»i + Pi*î- 

Gela résulte immédiatement des expressions 



_ x,~ayp _ y,— yp 
Pc,.-— ^ — ft— * 

_ a?,~ar^ _ y,— y, 
Pi,,--— ;p--— j— , 

_J7i — gp_ yi— yg 

7. — La distance de deux points imaginaires étant définie 
ainsi en grandeur et en signe, les rapports anharmoniques de 
quatre points imaginaires en ligne droite se peuvent définir 



oomioe cedx dé quàtfef points réels, et l'on Toit que 

u Pfr>< . Po>$ 

PlM Pus 

V = ^^ • P<>^' 
Pr» ' Pt>i* 

^ __. Pon . Poj3 
Ps»i * PsJi 

soïït lès tëpipor^ àriha^îBfohîqttes des quatre points j?^ et y^, 

La relation v = -, se démontreraît de la même façon 

que pour des points réels. 

JIAPPORT ANHARMONIQCE h'vlA FAISCEAU DE QUATRE DROITES 
PASSANT PAR UN MÊME POINT. 

8, —Soient OA, OB, OC, OD (fig. 3), un système de quatre 
0^ droites issues d*un même point 0. Cou- 

pons-les par une sécante a, 6, c, d. Il est 
facile de voir que le rapport anharmonique 




, -^x X ao ad 

Fig. 3. 

est constant, c'est-à;-Giire indépendant de la position de la sé- 
cante. 

Pour le démontrer, menons Oh perpendiculaire à ofc; puisque 
chacune des expressions acxOli^ OaxOcxsin AOC, repré- 
sente le double de Taire du triangle aOc, on a 

ac X OA = Oa X Oc X sin AOC, 

d'où 

OaxOcXsih AOC 

"^= ôÂ • 
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De cette expression, et de celles qu'en ^ déduit pour 6e, ad, 
5d, on tire 

ajc^ad_ Oa.Oc.Ob.Od sia AOC . siaAOD ^ 
bc' bd^ Ob.Oc.Oa.Od * sia BOC ' sia BOD' 
ou 

oc ^ ad _ sin AOC ^ sin AOD ^ 

te • W "" sin BOC • ^ BOD' 

ce qui démontre la proposition. 
Ce rapport 



ou 



œ ^ ad 
k'^Id' 

sin AOC sin AOD 



sin BOC * sin BOD 

est l'un des Iroîs rapports anharmonîques du faisceau. 

Dans VeîçpVessîôn de ce rapport les angles sont pris avec le 
signe + ou le signe — suivant le sens dans lequel ils sont 



comptés. 



9. — Proposons-nous maintenant de trouver l'expression 
analytique de ces rapports, lorsque les droites sont données par 

Ipiira iS^rniQtînng 



leurs équations. 
Soient 



A = o, 
B= 0, 



les équations des deux premières droites; on peut mettre celles 
des deux autres sous la forme 



A— A;B = o, 
A — A'B=o. 



Mais l'équation d'une droite peut toujours s'écrire 
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a eib satisfaisant à la concUtion 

et alors le premier membre 

ax +fty— p=« 

est la distance du point x^y du plan à cette droite, distance 
prise avec le signe — ou le signe + suivant que le point et 
l'origine sont du même côté ou bien de part et d'autte de la 
droite. 
Soient donc 

Considérons un point M, (^,y), de la droite OC, et abaissons 
de ce point une perpendiculaire MP sur OA, 
et une perpendiculaire MQ sur OB, on aura 







on en conclura 



et comme 

MP_ sinAOC 
MQ""sinBOCV 



sin AOC a An 

sin BOC "" p "^ Bm 



Mais le point M appartenant à la ligne OC, on a 



d'où 






sin AOC _ * ^ 
sin BOC "^ m' 



RAPPORT ANHARUONIQUE. 9 

On arriverait de même à réalité 

sin AOD _ y n 
sinBOD"" m' 

et il en résulte que le rapport anharmonique cherché est égal à 

k 

10. —Si 

sont les équations de deux droites passant par le point 0» mais 
n'appartenant pas au faisceau, les équations des droites du 
fsdsceau sont de la forme 

a — *,p = o. 
Or, si nous posons 

a — *,p = ot', 

ce qui donne 

k —k ' 

tt' — p' 

P = ï; — F' 
les équations des deux dernières droites deviennent 






et alors les quatre droites du faisceau ont «des èqi^Mîonâ ide la 
forme 

A = ©, 

B = o, 

Il en résulte que nous pouvons appliquer le résultat trouvé 
précédemment fn* 8) pour obtenir l'expression du rapport 
anharmonique. Nous trouvons ainsi que ce rapport est 

^0 — ^> . ^0 **" ^$ 

*4 "^ *f * *i — ** ' 

11. — Tout ce qui précède suppose le faisceau e&mposé de 
droites réelles; voici une démonstration plus générale qui s'ap- 
plique aux faisceaux imaginaires. 

Prenons pour origine le point 0, ce qui signifie, si ce point est 
imaginaire, que l'on pose x = x^'\- x'y y = y^ + y', et qu'on 
substitue les valeurs qu'on vient d*écrire dans les équations des 
quatre droites. 



Soient alors 



ou 



ûo* + *oy = o^ 



y 



l'équation de la première droite, et 

ar _ y 

X ^ y^ 
— ft, a/ 

a? _y 
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les éqiwtioQs des autres droites. Od peut f supposer 

V+6.*=«.» + V = «.' + V=V+V=i. 

Gela fait, soit 

mx+ny — /) = o 

une équation dont les coefQ<»ents m et n sa^font & la rela^- 
tion m*+n* = i, et gui représente une sécante ooupant les 
droites du fûsceau aux points a?, et y,, x, et y^, x^ et y,, x, 
et y,. Si l'on désigne par l^, I,, {, les distances respectives de 
ces points an point 0, on a 

J^ — ïi — i 

et si l'on cherche l'expression de la distance p,,, du point x,,y, 
au point â;,,y,, on trouve 

ou bien 

P.,.- . 



— 0, a. 



On trouveitùt de même 



P«, ^^ . 

_ taA-~M»)M. 

p.,. ^ — , 



Po*« 
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De ces expressions» on déduit que le rapport Enharmonique 
cherché est 

On voit que cette valeur est indépendante de la position de 
la sécante, et que, lorsque toutes les droites sont réelles, elle 
n'est autre chose que 

sin AOC ^ sin AOD 
sin BOC • sin BOD* 



12. — Dans le cas d'un faisceau réel, nous avons trouvé que 
le rapport anharmonique est égal à p, lorsque les quatre droites 
ont pour équations ^ 

A = o, 

B = o, 
A — A:B = o, 
A-A'B = o, 



On trouve la même expression dans le cas d'un faisceau 
imaginaire* Soient, en effet, 

a = aoX + 6^— Po=o, 

^=a^x + b,y — p, = o, 

« — *P = K — *«i)^ + {*o — **i)y— (Po — *Pi)=o» 

les équations des droites* 

En transportant l'origine au point de concours de ces droites, 
on ne change pas les coefficients de x et de y dans leurs équa- 
tions; par conséquent, l'expresâon du rapport anharmonique 
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du faisceau est, d'après ce qui précède (n* 1 1), 

«i(*o-**i)-6i(«o-*«t) • «i(6i-*'*i)-*iK-*'«i)' 

expression qiû, par la suppression des facteurs communs aux 
deux termes de chaque rapport, se réduit à 

k 
L'expression 

k k * k k ' 

k 
se déduisant de la précédente p , dans le cas d'un faisceau 

réel, par des calculs purement algébriques, s'étend, sans mo- 
dification, au cas d'un faisceau imaginaire. 

PROPORTION HARMONIQUE. 

13. — Lorsque l'un des rapports anharmoniques de quatre 
points en ligne droite est égal à — i , les deux autres sont 

égaux à - et à 2 ; les trois inverses sont, égaux aux précé- 
dents. Dans ce cas, on dit que les quatre points forment un sys- 
tème harmonique. 
Ainsi les quatre points a^b^ e^ d (fig. 5) forment un système 

harmonique si l'on a 



«... oc od 

bc bd 

Les deux points c et d sont dits conjugues harmoniques par 
rapport aux deux points a et 6. 



Les deux points c et i diyise^it ^ droite §lf d^9 }^ mèim ap- 
port, car on a 

ae ad 

Tb'^bd' 

Ué^ff^oqji^jomt^ lorsque daix points c et d divisent une 
droite ab dans le même rapport, cas deux ppints sont conjugués 
harmoniques par rapport aux extrémités a et 6 de cette droite. 

Il est évident que si le point d s'éloigne à l'infini, le point c 
tend vers le milieu o de la droite ab. 

là. — La moitié d'une droite est moyenne proportionnelle 
entre les distances du milieu de cette droite à deux points qui 
forment avec ses extrémités un système harmonique. 

En e0et, de l'égalité 





Vb^Td' 


on déduit 






ac cb 
^~bd' 


et, pwr suite, 






ac + cb ac — cb 
ad+bd ad — bd' 


OU bien 






nab 20C 
^od" Tùb^ 


ce qui donne enfin 






U^szocXod. 



Réciproquement, si deux points»c et d de la droite ab sont tel^ 
que Ô6* = oc X od , ces points sont conjugués harmoniques 
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par rapport aux points a et b. Il suffit, poiu* le démontrer , de 
reprendre, en ordre inverse, le» égalités qui précèdent. 

15. — Dans la proportion harmonique 

ac ad 

â~hd' 
ou 

ac.bd = cb.ad, 

introduisons le3 distances du point a aux trois autres; nous 
trouvons 

ac.{ad — ab) =: (ab — ac) ad 
ou 

aac . ad = ai (dô + orf) , 

ce qui donne, en divisant par ab.ac. ad, 

± = L + L. 
ab ac ad 

Cette égalité permet de calculer une des trois distances ab^ 
aCi ad, lorsqu'on connaît les deux autres. 

16. — Quand, dans un fsdsceau de quatre droites issues d'un 
même point, l'un des rappmls anharmoniques est égal & — i, 
on dit que le faisceau est un faisceau harmonique. 

%, par exemple, dans le faisceau des droites OA, OB, OC, OD 

(fig. 6), on a 



sinAOC _ sinAQD _ 
sinBOC"*sinBOD^*"*' 



Fig. 6. ce ùmœm mt un faisceau harmonique. 

Il résulte de .cette définition qu'un tel faisceau détermine, sur 
une sécante quelconque, un système de quatre points, a, 6, c, d, 
en proportion harmonique. 
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17. — Soient 

p = o, 

les équations des droites OA, OB; celles des droites OC, OD sont 
de la forme 

«— fcp=o, 

et le rapport anharmonique du faisceau a pour expression 

(«•9). 

k 

V 

Si l'on suppose que les quatre droites forment un fiûsceau 
harmonique, on a 

k 

et, par cons^ent, les droites OC, OD ont pour équations 

« — *p = o. 

Ces deux droites OC, OD qui déterminent sur une sécante 
quelconque deux points c, d, conjugués harmoniques des points 
a, b, sont dites pour cette raison conjuguées harmoniques par 
rapport aux droites OA, OB- 

Les équations des droites^^, OD montrent que si Tune de 
ces droites est bissectrice de l'angle ÂOB, l'autre est bissectrice 
de l'angle supplémentaire, et fait par suite un angle droit avec 
la première. 

Tliéorèi 



18. — Chaque diagonale d'un quadrilatère complet est divisée 
harmoniquement par les deux autres. 
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On appelle quadrilatère complet un système de quatre droites 
indéfinies, qui se coupent. 

Le quadrilatère complet formé par les droites o&, od^ ad^ be 
(fig. 7) , a pour diagonales les( trois lignes 
ofc, ac^ bd. Il s'agit de démontrer que les 
points A et 9, où la diagonale bd est 
coupée par les deux autres, sont conju- 
gués harmoniques par rapport aux points 
6 et d, ou que les quatre droites ob^ oA, od, 
^ og forment un fsdsceau harmonique. 



a = o, p=o, y=o, 
les équations des droites 06, oc, ac; et 

a -f*P + '*T = <> 

l'équation de la droite M. 

L'équation de la droite og, qui passe par* le point 0, intersec- 
tion des droites ob et od, et par le point g^ intersection des 
droites ac et ftd, est évidemment 

(i) a + m;p=o. 

Pour trouver l'équation de la droite oft, remarquons que cette 
droite passe par le point ft, intersection des droites ad et 6c, qui 
ont pour équations 

a 4" «7 = ® ®^ m^-j-ny^zo. 

Ces dernières équations, retranchées membre à membre, 
donnent l'équation 

(a) a — mp = o 

qui représente une droite passant par le point k et aussi par le 
point 0; c'est donc l'équation de la droite oA. 




Fig. 8. 
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\i^ ^quatiops (i) et (2) reptrésentenl; cle^ drpites conjuguées 
harmoniques par rapport aux droites ok et od. Donc les points h 
et g sont c^qju^és ^armoniaues par rapport aux points b et d. 

Ift. — Il résulte du théorème précédent im procédé géomé- 
trique simple pour construire le conjugué harmonique d*un 
point donné c par rapport à deux autres points donnés a et 6. 
Qn joint les points a, c, 6 à un point quelconque (fig. 8) ; 

on prend sur oc un point quel- 
conque e; on mèuç la droite ae 
qui coupe ob en f^ \a. droite be 
qui coupe oa en g : le pqint dy 
où la droite gf^rencontre la droite 
a6, est le point cherché. 
En effet, la droite ab est ^e diagonale çlu quadrilatère com- 
plet agofbey et, par conséquent, elle est divisée harmoniquemeut 
par les deux autres diagonales, (xcj gd. 

20. — Si Ton remarque que les droites oc^ af^ bg sont trois 
droites menées par les sonainets çlu triangle aob et se coupant en 
vp pènae point ^, on est conduit, par ce qui précède, aux théo- 
rèmes suivants : 

!• Si Ton remplace l'un des points c, ^, 3, par exemple c, 
^ par son conjugué d, les trois points d, /", 
g sont en ligne droite (fig. 9). 

2* Si Ton remplfitce dans des points ç, f, 
3, par exemple c et g, par leurs conjugués 
harmoniques, d et A, les droites qui joi- 
gnent les trois points /*, d, h aux icw 
sommets du triangle se rencontrent en un 
même point k. 




Soient , en effet , 



a = o, 



p = o, Y = o, 



Fig. 9. 



les équations des trois côtés ab, ao et bo 
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du tBa^gle ; les droites af, oc^ bg seront représentées par le sys- 
tème d'équations 

équîitions dans lesquelles a, 6, c sont des paramètres arbitraire?, 
et les droites af, od, et 6A, par le système d'équations 

a«= 6p = — Cff 

système qm montre que ces droites se coupent en un même 
point. 

3*" Si l'on remplace les trois points c, /, 9 par leurs conju- 
gués harmoniques d, I, ft, ces trois points sont en ligne droite. 

Gela résulte immédiatement des deux théorèmes précédents. 

SYSTÈMES H0M06RAP:HIQIJE$ ET INV0L1IT10N. 

21. _ Considérons deux droites A, A' (fig. 10) et, sur ces 
droites, deux systèmes de points, a, 6, c, ..., 
a', 6', c', ...; si quatre points quelconques de 
l'un des systèmes ont mêmes rapports anharmo- 
nîques que les quatre points correspondants de 
l'autre, les deux systèmes sont dits homographie 
ques. 

Si l'on prend un système de points sur la pre- 
mière droite, et qu'on prenne, sur la seconde, 
Fig. 10. trois points quelco^quel| pour points correspon- 
dants à trois points de ]Bf preipîère, on peut déterminer, sur la 
seconde droite, un point correspondant à un point quelconque 
de la première et formant, avec les trois points déjà choisis, 
un système homographique. 

Soient, en effet, a\ b\ c' les trois points de A' qu'on a pris à 
volonté pour correspondre aux points a, ft, c de A (fig. 1 1). Par 
un déplacement de la droite A', amenons le point a' sur le point a. 
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et, cela fait t menons les droites 56', ce\ qui se coupent au 

point 0. On déterminera sur A' le 
point correspondant d'un point quel- 
conque d de Â en joignant o et d par 
une droite. Le point d' où la droite 
od coupe A est le point cherché; 
Fig. 11. car les quatre pmnts a', h\ c\ i^ 

ont mêmes rapports anharmoniques que les quatre points 
d» 6, c, d. 

22. — ^Si deux droites, sur lesquelles sont situés deux sys- 
tèmes de points homographiques, s'appliquent Tune sur l'autre, 
on aura, sur une même droite, deux systèmes de points homo- 
graphiques. Gela étant, si deux points, a et a', sont conjugués 
réciproques, c'est-à-dire si a, point du premier système, a pour 
correspondant a! dans le second, et que, réciproquement, le 
point a' du premier système ait pour correspondant le point a 
du second , tous les points de la droite sont deux à deux conju- 
gués réciproques, et le système est dit en involuiion. 

Si les points correspondants a et al des deux systèmes ho- 
mographiques sont conjugués réciproques, il en est de même de 
deux autres points correspondants 6, b\ En effet, considérons les 
quatre points a, a\ h et V du premier système, ils ont pour 
points correspondants, dans le second, a', a, V et 5,, et, puisque 
les deux systèmes sont homographiques, les quatre premiers 
points ont mêmes rapports anharmoniques que les quatre au- 
tres; donc 






ou bien 



ab aéj 

ijlb~db,' 

résultat qui montre que le point b^ se confond avec le point 6, 
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et, par conséquent, que deux points correspondants quelcon- 
ques, b et &', sont conjugués réciproques. 

23. — Un système de «points en involution est déterminé 
quand on se donne deux couples de points conjugués. 

Soient, en eiTet, a, a', 6, V les deux couples de points con- 
jugués donnés sur la droite A. 

Faisons tourner la droite Â (fig. la) autour du point a, de 

l'angle ÂaÂ', et faisons gUs- 
/fj\^** séria droite A sur elle-même 

//4/\ jusqu'à ce que le point a! 

h\l \ vienne en a. Alors a vien- 

dra en a^, b en 6^, 6' en b^* 
et Ton aura 

aa^ =: aa'9 ùfi^ =: aè, 
Fig. 12. 01^4= «y, 




et les trois droites, a'a^^ 6'fcj, 66',, se rencontreront en un 
même point 0. Si Ton mène une droite quelconque oc, le point 
c/ sera le point de la droite A' correspondant au point c, et le 
point c', obtenu en prenant ac' = a^c\ , sera le conjugué du 
point c. Chaque sécante partant du point déterminera de 
même deux points conjugués du système en involution. Quand 
la droite oc devient parallèle à la droite A, le point c s'éloigne 
à l'infini , le point c\ vient en î, le point c* en f, de telle sorte 
que le point t sera le point de A conjugué de l'infini. 

Ce point t, que l'on appelle centre d*involution, jouit de pro- 
priétés particulières que nous allons étudier. 

24. — Désignons par le signe c» le point de la droite A situé 
à l'infini, et considérons les quatre points a, 6, tî, qo; ils ont, 
pour points conjugués, a\ b\ co, t, de sorte qu'on a 



ai aco 
hi' i œ 



a eo a t 



b' cr> ' Vi' 
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OU bien, éti rèmai'tjiiâfit que 

m étant une constante. 

Donc le produit des distances du centre d'involution à deux 
points conjugués quelconques est constant 

26. — Il y a; parmi les points du système en involution, deux 
points doubles; c'est-à-dire deux points qui se confondent avec 
}ëUrâ cotljûgués; ces points, g et ft, sont situés ^e part et d'autre 
et S è^£ilés distances du point i; on a 



gi = 4" \^9 ht = — V' 



m. 



On voit que ces deux points sont réels ou imaginaires, sui- 
vant que la constante m est positive ou négative. 
SI a et a! sont deux points conjugués quelconques , on à 



at.at =:m s=z gi ' 



Les deux points a et a' sont donc conjugués liariiioriîquës 
par rapport aux points doubles g ël h. 

Réciproquemiént, en divisant harînoniquemeiit; dé plusieurs 
façons, une mfeme droite, oh forme uii àystèmé en iiivblùtion 
ayant pour centre le inilieii , et pour points doubles les extré- 
mités de îa droite. 

26. — Pour donner mi exemple a iin système de points en 

involution, considérons Une série 
^^ de cirtonférencès passant par 
deui pbititâ m et M et Une sé- 
cante quelfebllque A. 

Les points où la droite A coupe 

les circonférences forment un sys- 

Fig. 13. tèiriè en involution dont le centre 
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est le point d'intersection o de là droite A et dé la droite mm^ 
(fig. i3). 
On a, en effet, , 

oa . oa' z=z ob,oV=ioc, oe'^=±i = om . om'. • 

Les points doubles sont les points de contact de la sécante A 
avec celles des circonférences considérées qui lui sont tangentes. 
Il est évident que ces points doubles sont réels lorsque le point o 
est extérieur à l'intervalle mm!j et imaginaires quand il est in- 
térieur. 

27. — Considérons maintenant deux ifaisceaùx îssiiâ de dléUîç 
points différents. Si les rapports anharmoniques de quatre 
droites du premier faisceau sont ^aux aux rapports anharmo- 
niques des quatre droites correspondantes du second, ces deux 
faisceaux sont dits homographiques. 

Si les deux faisceaux de droites partent du même pbiht , et 
que deux droites correspondantes soient conjuguées récipro- 
ques, il en est de même de toutes les autres couples de droites 
correspondantes» et le faisceau de toutes les droites est dit en 
involution. 

Un faisceau en involution est déterminé quand on donne deux 
couples de droites conjuguées ; car cela revient à donner deux 
couples de points conjugués réciproques sur une sécante quel- 
conque, ce qui détermine le système eu involution formé par 
l'intersection du faisceau et de la sécante. 

Dans un faisceau en involution, il y a deux droites doubles, 
réelles ou imaginaires, c'est-à-dire deux droites qui se confon- 
dent avec leurs conjuguées; liiais il n'y a rien qui corresponde 
au centre d'învolution. 

28. — Soient, dans un faisceau en involution, 
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les équations de deux droites conjuguées A et A' ; 

a — Ap=o, a— A'p=:o, 

les équations de deux autres droites conjuguées B et B'; et, 
enfin , 

a — Aîjp = o, a — *\p = o, 

les équations des droites G et C également conjuguées. 

Considérons les quatre droites A, A', B, G du premier sys- 
tème homographique; les droites correspondantes du second 
sont A', A, B', G'; et, comme ces deux groupes de quatre droites 
ont mêmes rapports anharmoniques, on a 



k 


i 
k> 


*. 


- T' 




k\ 


kk!= 


K^, = rn, 



OU bien 



m étant une constante. 

G' est là un résultat tout à fait analogue à celui que nous 
avons trouvé (n^ 24) dans le cas d'un système de points en in- 
volution. Ce résultat nous montre que les deux droites doubles 
ont pour équations 

a — ^fn?=o, a-|-^p=:o, 

et, par conséquent, qu'elles sont conjuguées harmoniques par 
rapport aux droites A et A', c'est-à-dire par rapport à deux 
droites conjuguées réciproques quelconques. 

Béciproquement, deux droites conji^guées quelconques sont 
conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites doubles. 
11 en résulte que si l'on représente par 

a = o, ? = o , 
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les équations des^droites doubles, deux droites conjuguées quel- 
conques seront représentées par les équations 

a — Ap = 0, a + fcp = 0. 

29. — Les diamètres conjugués d'une courbe du second degré 
fonnent un faisceau de droites en involution. Car, lorsque la 
courbe est rapportée à ses axes, deux diamètres conjugués 
quelconques , ont pour équations 

y — fcz: = o, y^Kx=o, 
les deux constantes k et k vérifiant la relation 

où il faut prendre le signe — ou le signe + suivant que la 
courbe est une ellipse ou une hyperbole. 

Ceci montre que les deux droites doubles du faisceau sont 
imaginaires dans l'ellipse, tandis que dans l'hyp^bole elles sont 
réelles et se confondent avec les asymptotes. Dans le cas de cette ► 
dernière courbe, si l'on prend les asymptotes pour axes coor- 
donnés, deux diamètres conjugués quelconques seront repré- 
sentés (n" 28) par les équations 

y — fcc = o, y '\' kx i= o. 

CENTRE DES DISTANCES PROPORTIONNELLES. 

30. — On a vu, en géométrie analytique, que si deux points 
A et B ont pour coordonnées a?' et i/', a?" et 
y", le point M, qui divise la distance AB 
(fig. i4) en deux segments AM et MB pro- 

portionnels aux nombres n et m, a des 

coordonnées, x et y, données par les for 



mules 



Fig. 14. 



X == 



m + n ' ^"~ 7/1 + n 
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Prenons un certain nombre de points, disposés d'une manière 
quelconque dans le plan; soient A^, 
•^x~ — --i» K^ ^s» ^n (fig- i5) ces points; x^ et 

\^, !/i» ^8 et y^, jr, et y,, a?n et y„ leurs 

^^-^-"""'^v . coordonnées, m, , m,, m,, m„ des coeffi- 
h i__ cients qui leur sont aflfectés. 



Fi^. Is. Sur là droite À^A,; détehhinbiis le 

point Mj de telle sorte que 

AjM, TWj ^ 
ce point aura pour coordonnées 

* m^ + W, ' ^* TWj + TW, ' 

Maintenant, joignons M^A, et prenons le point Mj tel que 

ce point aura potir coordonnées 

' m^ + mj + Wg ' ^' wî, + 7w, + W3 

Si à présent bii joignait M^A^, et qu'on prît M^ tel que 
M^Mg __ ffl^ + m^ + m^ 

puis que l'on continuât de la même manière, on obtiendrait fina- 
lement un point M^.^ ayant pour coordonnées 

^ _ m,X^ -f m^X^ 4- ^>^S + ■" + ^n^n 

"'* mi + m, + Tn, + ... wi^ ^ 

, _ m^y^ + fw^y, + ... + m^n 
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C'est ce dernier point que Ton nomme centre des distûûces 
proportionnelles des points donnés. La forme des expressions de 
ses coordonnées montre que Ton arriverait au même point si l'on 
suivait un autre ordre en joignant les points donnés. 

Si tous les cofefflciehts Wt^; îh,; m,; Wn sont égaux. enti-e eux, 
les valeurs db i'^^^ et î/'„.j dfcviètltient 

; _ a?, + ar,+ ;.:+x; ; _ yi-f g^, + .:: + yn 

Dans ce cas particulier, le point M^^ prend le nom de centre 
des moyennes distances deâ pbiiltè dbtinés. 

31. — Gomme application de ce qui précède j considérons un 

A. triangle ÂBC (fig. 16) dont les sommets sont 

yVs,^ affectés des coefficients w^ n^ p, et cher- 

cyl^X \r chons le centre des distances proportion- 

/J-^^^^ nelles de ces trois sommets. 

h X' c 

Fig^ le Si nous prenons sur BC le point A' tel 

q^e ^ = P ^ le centre cherché sera sur AA'. Il sera de même 

sur BB', SI Ton a ^77 = -î ®^ sur CC\ si 1 on a 7^ = —. Le 
BA p tiD m 

centre étant sur chacune de ces lignes, celles-ci se coupent en 
un même point 0, qui est le centre cherché. 

Si Ton convient de compter, sur un même côté du triangle, 
les segments détertninés par les points A', B', C, à partir des 
sommets A, B, C, et de les prendre avec le signe + ou le si- 
gne — suivant leur sens, les rapports servant à déterminer A', 
B', C peuvent s'écrire 



BA' p 


CB' m 


AC n 








CA' n' 


AB' p* 


BC~ m 



et comme, en multipliant ces égalités meriibres à membres, 
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on â 



BK'.CW.AO 
CA'.AB'.BC 






on voit que : 

Si trois droites^ parlant des sommets d'un triangle^ se ren-- 
contrent en un mime points elles déterminent^ sur les côtis opjK)- 
sés^ six segments tels que le rapport du produit de trois Centre 
eux non consécutifs au produit des trois autres est égal à — i. 

Il est facile de démontrer la réciproque de ce théorème, réci- 
proque qui peut s'énoncer ainsi : 

Tlftéorèmê II. 



Si trois pointSy situés sur les côtés d'un triangle^ sont tels que 

le rapport du produit de trois segments non consécutifs au produit 

des trois autres soit égala — i^ les droites qui joignent ces points 

aux sommets opposés se coupent en un même point. 

32. — Dans le triangle ABC (fig. 17), menons la droite C'B', 

qui coupera le côté BG au point A\. 
Le point A\ étant le conjugué har- 
monique du point A' par rapport 
aux sommets B et G (n"" 19), on a 



BA\ 
CAV 




BA' 



Si Ton porte cette valeur de rrn dans l'égalité 



on trouve 



CA'.AB'.BG''" 
BA'i.CB'.AC' 



GA'i.AB'.BG' ' 
ce qui démontre ce théorème : 
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Lorsqu'une sécante qwlconque rencontre les trois cMés d'un 
trianght elle détermine six segments tels que le produit de trois 
d'entre eux, non consécutifs, est égal au produit des trois autres. 

Il est facUe de démontrer le théorème réciproque. 

Tlfté#Fème III. 

5t trois pointSy situés sur les côtés d'un triangle , déterminent 
six segments tels que le produit de trois d'entre eux non consécu^ 
tifs soit égal au produit des trois autres , ces trois points sont en 
ligne droite. 

Ce théorème est le fondement de la théorie des transversales. 



CHAPITRE II. 



Tnéorie des pôles et des polaires* 

83. — Considérons la courbe représentée par Féquation 
(i) f[x,y) = o, 

équation que nous supposerons algébrique, entière et du degré 
m. Nous savons que la tangente à cette courbe, au point dont 
les coordonnées sont x et y, a pour équation 

(X-:r)f. + (Y-y)/; = o, 
ou bien 

Les coordonnées a? et y du point de contact entrent au degré m 
dans cette équation ; mais il est possible de faire disparaître les 
termes du degré m. Remplaçons, en effet, dans l'équation (i), 

X par—, y par - et multiplions ensuite par s*"; le premier 

membre de cette équation deviendra un polynôme du degré m 
en Xi y et z^ et, comme ce polynôme sera homogène par rap- 
port à ces trois lettres, si iious les désignons par f{x^ y, z) , 
nous aurons l*identité suivante : 

^fz + yf'y + zf\=: mf[x, y, z) , 
d'où 
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Ofç si nous rçimplaçops, dans cette seconde identité, x et y, 
par Ifis coordonnées du point de contact, et z par l'unité, le 
premier membre se réduit à TexpressioR xf'^+ yf'y telle qi^'ell^ 
eqtre dans l'équation de la tangent^, et le second membre, 
4oiit le premier terme s'annule, puisque ^e point de contact est 
sur la courbe, se réduit à la valeur que prend — zf\ quand on 
y fait z= 1. Nous pouvons donc remplacer, dans l'équation de 
la tangente, xf„ + yf\ par cette valeur' de — zf'z. Ce change- 
ment met l'équation de la tangente sous la forme 

et comme il faudra remplacer z par l'unité quand on aura cal- 
culé les dérivées partielles de /'(j:,y,2), si nous convenons de 
remplax^er aussi Z par l'unité, nous pourrons écrire l'équation 
de la tangenfe sous la forme très-symétrique 

34. — Considérons maintenant un point quelconque p, ayant 
poi^: coordonnées x^ et y^ et cherchons les tangentes qu'on peut 
mener de ce point à la courbe donnée. Celle de ces tangentes 
dont le point de contact aura pour coordonnées x et y sera re- 
présentée par l'équation (2) ; or cette tangente passe par le 
point p; donc l'équation (2) sera satisfaite quand on y rempla- 
cera X par x^ et Y par j/j, ce qui donne la relation suivante: 

relation qi^'pn écrira sous la forme symétrique 

(3) ^J.:fi/J'. + hr. = o, 

et dans laquelle on remplacera z et z^ par l'unité. 

On voit par là qi^e les coordonnées des points de contact sont 
déterminées par l'équation (3) jointe à l'équation (i) de la courbe. 
L'équation (3) ét^nt du même degré m — i et Féquation (1) du 
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degré m , il y aura en général un nombre de points de contact, 
et par suite de tangentes, égal k m{m — i). Le plus souvent 
quelques-unes de ces tangentes seront imaginaires. 

Lorsque m est égal à 2 , le nombre des tangentes est aussi 
égal à 2. Par un point pris dans le plan d'une courbe du second 
degré on peut donc mener à cette courbe deux tangentes réelles 
ou imaginaires. 

Tltéorème I. 

35. — Si par un point p, pris dans le plan d!une section 
conique^ on mène une sécante quelcon- 
que mm' (fig. 18), le point p', conjugué 
harmonique du point p par rapport aux 
deux points d* intersection m et m! de la 
sécante et de la courbe^ décrit une ligne 
droite , lorsque la sécante tourne autour 
du point p. 
Fig. 18. Représentons, en effet, par 

f{x, y) = A x« + Bxy + Cy« + Dx + Ey + F = o, 

r équation de la section conique; et par x^ et y^ les coordon- 
nées du point p. La sécante pmm' sera représentée par les 
équations 

Si Ton désigne par a et 6 les cosinus des angles que la sé- 
cante fait avec les axes, et par p la distance du point p au point 
de la droite dont les coordonnées sont x et y. Ces équations 
donnent 

x=:x, + ap, y = yi + *p, 
et ces valeurs de x et de y, portées dans l'équation de la sec^ 
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tion conique, fournissent une équation du second degré en p, 
dont les racines sont les distances du point p aux points m et m'. 
Cette équation en p, qui est 

ayant pour racines p' et p", l'équation 

fl^t . yi) ^ + «.1 + *rvi) J + Aa» + Bab + C6« = 

aura pour racines -7 et -,7, d'où il suit que 
P P 



f 



1 I i-._<ïL±*/V 

Or, si nous appelons p^ la distance du point p à son conjugué 
harmonique p' par rapport aux poii^ m et m\ nous avons 

Pi P P 

et par suite 

Pi /(«j.yi) 

d'où 

«Pif.» + *p,r« + 2Aa;«, y.) = 0. 

Comme le point p' est sur la sécante mm', ses coordonnées x 
et y satisfont aux équations (4) de cette sécante, et l'on a 



a ~ b 



•P 



En remplaçant dans l'équation précédente ap^ et ftp, par les var- 
leurs que nous trouvons ainsi, nous obtenons l'équation 

(3) (x-a;,)r« + (y-yt)r.. + 2/(x„y,) = 0, 

3 



a UVRB 1. — CHAP. II. 

qui, ne contenant plus les quantités a et 6, représente le lieu 
du point p\ On voit que ce lieu est une droite. 

L'équation (5)' peut' se transformer et se mettre doiis la forme 
symétrique 

(6) ^Ai + y/\t + ^r.i=0; 

pour opérer cette transformation on suivra exactement la même 
marche que pour transformer l'équation de la tangente. Dans 
Téquation (6) , comme dans l'équation (2) , on remplacera aussi z 
et z^ par l'unité. 

La droite représentée par l'équation (6) s'appelle la polaire 
du point p, et, réciproquement, on dit que le point p est le pôle 
de cette droite. 

On peut voir à priori que les points de contact des tangentes 
menées à la courbe par le point p sont situées sur la polaire de 
ce point : il suffit pour cela de remarquer que Icxrsque la sécante 
devient tangente, les points m et m' se confondant, il faut, pour 

3 11 

que l'équation — = -^ -|- -^ soit satisfaite que le point p' vienne 

aussi se confondre avec les points m et in'. Il en résulte que la 
polaire du point p coïncide avec la corde des contacts des tan- 
gentes menées du point p à la courbe. 

36. — Pour reconnaître comment varie la position de la po* 
laire du point p quand on fait varier dans le plan de la courbe 
la position de ce point, considérons d'abord une ellipse ^ que 
nous rapporterons au diamètre passant par le point p, pris pour 
axe des a?, et au diamètre conjugué du précédent, pris pour a;|e 
des y. Cette ellipse aura pour équation 

^ + ^ = 1 

et la polaire du point p sera représentée par Péquatîon 

a'* 
a? = — . 
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oe qm lûQntre que cette polaire est paraliële ^ T^xe des y, c'est* 
^àke aux cordes que le diamètre op divise en deux parties 
.égales (fig. 19), et qu'elle se déplace^ en restant canstamment 

parallèle à cette direction 'lors- 
que le point p se meut sur la 
droite ojc. Quand le pôle est à 
l'intérieur de la courbe, en p', 
le par exemple, la polaire est à l'ex- 
térieur, en P'. D'abord située à 
Vinfini, elle se rapproche jusqu'à 
i^ig. 19. devenir tangente en a à la courbe 

donnée, lorsque le pôle va du point au point a. Quand le pôle 
devient extérieur, la polaire devient intérieure, et elle se rap- 
proche indéfiniment du diamètre oy lorsque le pôle s'éloigne 
à rinfini sur le diamètre oa?. 

Dans le cas de Thyperbole, on obtient des résultats tôttt-â-fsdt 
analogues lorsque le diamètre op est un diamètre transverse; 
mais il n'en est plus de mètne quand op est un diamètre ima- 
ginaire. Alors le pôle et la polaire, au lieu de se trouver d'un 
même côté du centre, sont situés de part et d'autre, et la po- 
laire coupe toujours la courbé en ûmK polmi*. Geë résultat* se 
déduisent immédiatement de la forme que prend l'équation delà 
polaii^, quand on rapporte la courbe, comme on l'a fait pour 
Tdlîpse, au diamètre qui passe par le pôle pris pour axe des a?, 
et au diamètre conjugué pris ponr axe des y. 

Ce choix d'axes coordonnés n'est plus possible quand le pôle 
est situé sur l'une des asymptotes. 8i Ton rapporte alors la courbe 
à ses asymptotes et qu'(m forme l'équation de la polaire, cette 
équation montre que la polaire est parallèle à l'asymptote sur 
laquelle le pôle est sJtné. 

Enfin, lorsque la courbe eet une parabole, il est évident, 
ptdsque la parabole est la limite d'une ellipse j que la polaire 
est parallèle aux cordes que le diamètre passant paf le pôle di- 
vise en deux parties égales. C'est ce que nK«rtre immédiatement 
Féquafion de la pdkire qnand on prfâid, ponr axe des a le dia- 
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mètre qui passe par le pôle et pour axe des y la tangéûte au 
point où ce diamètre coupe la courbe. Cette équation montre en 
outre que le pôle et le point où la polaire coupe Taxe des x sont 
de part et d'autre de l'origine des coordonnées, et à égale dis- 
tance de ce point. 

37. — On a vu qu'à tout point, pris dans le plan d'une 
courbe du second degré, correspond une droite polaire; réci- 
proquement, à toute droite correspond un pôle. En effet, on 
obtiendra, en identifiant l'équation mx -{'ny -{- p = o avec l'é- 
quation (6), les deux relations 



(7) 



f atj / yi / «1 



m 



relations qui détermineront les coordonnées x^ et y^ d'un point 
qui aura pour polaire précisément la droite donnée. 



TliéoFème II. 



38. — 5t, par un point p pris dans le plan d'une section co^ 
nique y on mène deux sécantes quelconques ^ qui coupent la courbe 
Tune en m et en m\ Vautre en n et en 
n\ les droites mn et m'v! ainsi que les 
droites mn' et m'n, se coupent sur la po- 
laire du point p. 

En effet, soient p' et p" (fig. 20) les 
points des sécantes pmm! et pnn' conju- 
guées harmoniques du point p par rap- 
port aux points m et m', n et n' : ces 
points appartiennent à la polaire du 
point p par rapport à la courbe. Or le 
système des deux droites mnq et m'n'q pouvant être regardé 
comme une courbe du second degré, on peut prendre la polaire 
du point p par rapport à ce système de droites, et cette polaire 
sera une droite passant par les points p' et p". Donc la polaire 




Fig. 20. 
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du point p par rapport à la courbq et la polaire du^nême point 
par rapport au sytème des deux droites qmn et qm'n' ont deux 
points communs. Il en résulte que ces droites coïncident, et, 
comble la polaire du point p par rapport au système des droites 
passe évidemment par le point g, l'autre polaire passe aussi par 
ce point. On verrait de même qu'elle passe par le point d'intersec- 
tion q* des droites mn' et nm'. 

Ce théorème donne un moyen de construire la polaire d'un 
point donné p : il suffit de mener par ce point deux sécantes 
pmm\ pnn! ; de tirer les droites mn et m V qui se coupent en q 
et les droites mn' et m'n qui se coupent en g' : la droite qq' est 
la polaire du point p. 

flnié#Fème III. 



39. — Étant donnée une section conique, si par un point p 
on mène une sécante quelconque qui coupe la courbe aux points 
m et m\ les tangentes en ces points se rencontrent sur la polaire 
du point p (fig. 21). 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier du précédent : c'est 
le cas où les points m et n, m' et n' (fig. 20), venant à se con- 
fondre, les sécantes nmq^ n'm'q de- 
viennent tangentes à la courbe (fig. 21). 
Le mode de détermination du point q 
montre que ce point est le pôle de la sé- 
cante pmm'; de là ce théorème : 

Quand une droite pmm' tourne au 
tour d'un point fixe p, son pôle q décrit 
une droite P qui est la polaire du 
point p. 

Fig. 21. 
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iO. '^ RiciproqtiemefU, lonqu'un point Mcrit vm ixoife P» 
SQ polaire tourne autour d'un point /to# p qui e$t le pôle de la 
droite P (fig, ai). 

Soit, en effet, q une quelconque des positions du point mobile 
sur la droite P, Menons qm ta^ngente h la section conique ; joi- 
gnons le point m m point p, et «oit m' le second point de ren- 
contre de la droite mp avec la courbe. Si nous menons par m 
une tangente h la courbe, le point d'intersection de cette tan* 
gente avec qm sera le pôle de la droite mm'. Or d'après le théo- 
rème précédent ce pôle est sur la droite P, et par conséquent 
coïncide avec le point q. Donc la droite mm' est la polaire du 
point g, et sa construction montre qu'elle passe par le point p. 

* -y 

Tkéorèine T. 

41. — Quand un quadrilatère abcd est inscrit dans une to-- 

nique (fig. 22), les points de concours eetî des côtés opposés et les 

points de concours g et h des tangentes aux sommets opposés sont 

situés sur une même droite, quils diment hdrmoniquement. 

D'abord ces points sont en ligné droite; car ils appartiennent 

tous à la polaire du point 
d'intersection des diagonales 
du quadrilatère; ensuite ils 
forment une proportion har- 
monique. En effet, eo, polaire 
du point /", coupe la droite fdb 
en un point u conjugué har- 
fig. 22. monique de f par rapport aux 

points d et 6, et il est évident que les quatre points e, /, g, h 
se trouvent sur les droites qui joignent le point l aux quatre 
points n, f, d, b. 
Cçtte démonstration prouve en même temps que chaque côté 
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du triangle eof passe par deux points de concours des tangentes 
aux sommets du quadrilatère et est divisé harmoniquement par 
ces deux points de concours. Elle prouve aussi que, dans un 
quadrilatère circonscrit à une conique, si Ton groupe arbitrai- 
rement les côtés en deux couples, puis qu'on joigne par des 
droites les poiifts de contact des côté# d'une même couple et les 
points de rencontre des côtés de couples différentes, les quatre 
diroites ainsi obtenues passent par un même point et forment un 
faisceau harmonique. 



h% *— Étant données deux coniques dam un plan, î( y a, 
dans ce plan» trois pôles doubles^ c'est^^dire trois points^ réels 
ou imaginaires^ qui ont même polaire par rapport aux deux 
coniques. 

En effet, deux coniques se coupent en quatre points réels ou 
imaginaires, ce qui donne lieu à trois couples de sécantes com- 
munes, et il résulte du théorème II que le point dintersection 
de deux sécantes communes d'une même^ couple est un pôle 
double. 

Il n'y a d'ailleurs que ces trois pôles^doubles; car si p, (fig. 28) 

est un pôle double et qu'on le joi- 
.gne à l'un des quatre points d'in- 
tersection a par une droite Pia qui 
coupera les coniques aux deux au- 
tres points 6' et 6", il faut, pour que 
le conjugué harmonique du point p^ 
par rapport à ab' et par rapport à 
ab" soit le même, que b' coïncide 
' avec 6", c'est-à-dire que la droite 
Pj a se confonde avec une sécante 
commune. Ainsi donc le point p^ 
doit appartenir à une sécante com - 
Fig. ». mune ; on montrerait de même qu Q 




àO 



LIVRE I. — CHAP. II. 



doit appartenir aune seconde sécante commune; et, par .con- 
séquent, qu'il doit être à l'intersection de deux sécantes d'une 
même couple. 

Les trois pôles doubles ^, n, p, forment un triangle dont 
chaque sommet admet pour polaire le côté opposé par rapport 
aux deux coniques. ^ » 

Il y a de même dans le plan trois polaires doubler et trois 
seulement, puisque la polaire de chaque pôle double est une 
polaire double ; ce sont les côtés du triangle mnp. 

Si les coniques se coupent en quatre points réels, il est évident 
que les trois pôles doubles sont réels ; si les coniques se coupent 
en quatre points imaginaires, les trois pôles sont encore réels, 
car deux des sécantes sont réelles, et les autres étant imaginaires 
conjuguées ont leurs points d'intersection réels; mais si les 
courbes n'ont que deux points d'intersection réels, il n'y a qu'un 
pôle double réel. 

Tlftéorènîe VD. 



43. — Les quatre tëngentes communes à deux coniques forment 

unquadrilatère complet dont 
les trois diagonales sont les 
polaires doubles. 

Soient acy bd deux tan- 
gentes communes (fig. 24) ; 
a, c, 6, d, leurs points de 
contact ; m le point de ren- 
contre des droites ab^cd. Le 
point m a pour polaire, par 
rapport aux droites ac, 6d, 
et par conséquent, par rap- 
port aux deux coniques, 
une droite qui passe par le 
^«* **• point d'intersection i des 

tangentes ac^ bd. Ce point m est donc un pôle double et 




THÉORIE DES PÔLES ET DES POLAIRES. 41 

se trouve à Fintersection des sécantes communes g et r. On 
verrait de la même façon que les droites ef^ gA, menées par 
les points de contact des tangentes communes «g, fh^ ont pour 
point d'intersection un pôle double, dont la polaire passe par le 
point fc, et qui n'est autre que le point m. Donc la polaire double 
du pôle double m passe par les points t et ft ; donc la diagonale tfc, 
qui est l'une quelconque des trois diagonales du quadrilatère 
formé par les tangentes communes, est une polaire double, 

TKéorème TIII. 

^ hh. — Soient une conique et un point fixe p, on peut toujours^ 
et S une infinité de manières^ mener par le point p deux droites 
telles que le pôle de chacune d'elles soit sur Vautre. 

En effet, menons par le point p (fig. 2 5) une droite quel- 
conque qui coupe en a la polaire P du 
point p. Le pôle de cette droite pa est 
sur la droite P (39) , au point a' con- 
jugué harmonique de a par rapport 
aux points b et c. La droite pa' a de 
même son pôle sur P, au point a con- 
Fig. 25. jugué harmonique de a' par rapport 

aux points 5 et c ; donc chacune des droites pa, pa\ a son pôle 
sur l'autre. Gomine la droite pa est arbitraire, il y a une infinité 
de couples de droites remplissant la même condition; et comme 
les droites pa, pa' de l'une quelconque de ces couples sont con- 
juguées harmoniques par rapport aux tangentes p6, pc, toutes 
ces droites forment, autour du point p, un faisceau en involu- 
tion, dont les droites doubles sont les deux tangentes pp^ pc 
menées à la conique par le point p (n° 28). 
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méorème ÏÏJk^ 

AS. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui de leurs quatre polaires. 

En effet, joignons ces quatre points situés sur une même droite 
au pôle de cette droite : leurs quatre polaires passent par ce |)ôle 
et sont les conjuguées, dans un système en involution, des quatre 
droites précédemment menées (n'44)- Elles ont donc même 
rapport anharmonique que ces quatre droites ou que le système 
des quatre points en ligne droite. 

TKé#rème TL. 



40« «"^ £tafU donnés une conique et deum points fixes^ le rap- 
port des distances dé ee$ deux points à une droite quelconque est 
proportionnel au rapport des distances du pôle de cette droite à 
deux droites fixes^ qui sont les polaires des deux points fixes. 

Soient a et 6 (fig. s 6) les deux points fixes, M un^ <iroite 

quelconque ; m le pôle de 
la droite M; p le pôle de 
la droite ab ou P; A et B 
V les polaires des points a 
et 6 ; a' et 6' les points où 
A et B coupent P; enfin c 
le point où M coupe P. Le 
rapport des distances du 
point m aux droites A et B 

est égal à -, — )^'{ , et celui des distances des points a^et b 
sm (B,C) 

ac 
à la droite M est égal à — . Or, sur la droite P, les points a 

et a\ b et b\ c et c' forment (n" 44) un système en involution. 
Dans ce systèmes considérons les points a, &,c, oo; ils ont pour 




Fig. 26. 
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conjagoés les points a\ b\ ff, t, ce dernier étant le milieu de la 
corde ef^ et Ton a 

ac ^ a Qo aV . c(i 

ou 

aç cld ^ a'i ^ 

dé di _^ sia(A,C) sin (a/i) 
6V = 6ï-8io(B,C)''gi„(B,i)' 

a(?__ wp(A,C) Mtt(B,i) 
^ »«>(B.C)^rin(AJ)* 

On voit pw là que le rapport ^ est égil ah r«|^« °I° L* | 

OC sm ^iSfLi) 

multipUé par un facteur constant ^^^. 

FIGURES POLAIRES RÉCIPROQUES. 

A7. -#- Lorsqu'mie figure plane est composée de droites et de 
points, si Ton prend, par rapport à une même section conique, 
les pôles de toutes ces droites et les polaires de tous ces points, 
onfonne une nouvelle figure composée, elle aussi, de droites et 
de points; et si Ton opère sur cette nouvelle figure comme sut 
la première, c'est-à-dire st Ton prend, par rapport à la section 
conique déjà employée, les pôles de toutes les droites et les po- 
laires de totis les points de la seconde figure, on retrouve la figure 
proposée. t*our cette raison les deux figures sont dites figures 
polaires réciproques. 

On voit ainsi qu'à chaque point de Tune des figures correspond 
une droite de l'autre et réciproquement; et desi thé(»^mê8 qtie 
l'on à démontrés sur lès |)âlès et les polaires, il résulte qu'à là 




Fig. Î7. 
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droite qui joint les points a et c (fig. 27) de l'une des figures, 

correspond, dans Tautre, le point 
d'intersection des polaires A et G de 
ces deux points, et réciproquement, 
qu'au point d'intersection de deux 
droites A' et G' de l'une des figures 
correspond la droite ac qui joint les 
pôles a et c des droites A' et G'. Il 
en résulte encore que si plusieurs 
points de l'une des figures sont £n 
ligne droite, les droites qui leur cor- 
respondent dans l'autre passent par un môme point, et que, réci- 
proquement, si plusieurs droites de l'une passent par un môme 
point, les points correspondants de l'autre sont sur une môme 
droite. 

48. — Si Ton considère une courbe plane S et une tangente A 
à cette courbe et que l'on fasse rouler la tangente sur la courbe, 
le pôle a' de la tangente* A, par rapport à une section conique 
déterminée, se déplacera dans le plan, pendant ce mouvement 
de la tangente, et y décrira une courbe S' qui sera le lieu des 
pôles des tangentes delà courbe S (fig. 28). On peut voir aisé- 
ment que la courbe S est aussi 
le lieu des pôles des tangentes 
de la courbe S'. En effet, con- 
sidérons le point CL de la cour- 
be S' et le point voisin ft' : le 
premier est le pôle de la tan- 
Pig. 28. gente A de la courbe S et le 

second le pôle de la tangente B. Par conséquent, la droite 
alV a pour pôle le point d'intersection m des tangentes A 
et B. Or quand le point V se rapproche indéfiniment du point a', 
la droite a'y tend vers la tangente au point a'; pendant ce mou- 
veinent du point 6' la droite B se rapproche indéfiniment de la 
droite A, et le point m du point a. Donc la tangente en un point 
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quelconque ci de la courbe S' a pour pôle un point a de la 
courbe S. Pour cette raison les courbes S et S' sont dites courbes 
polaires réciproques. 

49. — Lorsqu'on connaît l'équation 

F{a:,y) = o, 

d'une courbe S, algébrique et du degré m, on peut facilement 
trouver l'équation de la courbe polaire réciproque S'. 

En eflFet, soit /(x,y) =o l'équation de la courbe S', et a?, et y, 
les coordonnées d'un quelconque de ses points. La polaire de ce 
point a pour équation 

Or cette polaire est tangente à la courbe S en un certain point 
dont les coordonnées sont x et y. Par conséquent l'équation de 
cette tangente 

XF'.+ YF'y + ZF'^rrrO 

représente la même droite que l'équation delà polaire, et l'on a 

/ g/ /_»/ r*i 

f'«""f;""f'/ 

•^ On obtiendra l'équation de la courbe S\ en éliminant a: et y 
entre les deux équations que l'on vient d'écrire et l'équation de 
la courbe S. 

50. — Nous savons qu'on appelle degré d'une courbe algé- 
brique plane le nombre de points réels ou imaginaires suivant 
lesquels cette courbe peut être coupée par une droite. On appelle 
classe d'une courbe plane, le nombre des tangentes réelles ou 
imaginaires qu'on peut mener d'un même point à cette courbe, 
et nous avons vu au n* 34 que la classe d'une courbe algé- 
brique de degré m est représentée, en général, par l'expres- 
sion m{m — i). 
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6ti. — Deux courbçs polaires réciproques S et 8' (% 29) sont 
telles que la classe de chacune est égale au degré de l'autre. 
Soient, en effet, a,6,c,.,.lespointsoùladroitePcoupeIacourbe S; 

les polaires A',B',G',.... 
de ces points sont tan- 
gentes à la courbe S' et 
passent toutes par le 
pôle p' de la droite P; 
on peut donc par ce 
pointp'meneràlacourbe 
S' un nombre, de tan- 
Pig. 29. gentes exactement égal 

au nombre des points suiiramt lesquels la droite F coupe la 
courbe S. 

Réciproquement le degré de la courbe S est égal à la classe 
de la courbe S', car, à chacune des tangentes A\B',C'... que Ton 
peut mener d'un point p' à la com'be S', correspond tm point de 
la courbe S, et ces poinlSi a, 6, Ct.... sont sur une même ligne 
droite P, puisque les tangentes A',B',G'... passent par un même 
point* 

62. — L'expression générale que l'on a donnée (n» 5o) de la 
classe d'une courbe algébrique du degré m, montre que les 
courbes du second degré appartiennent à la seconde classe. II en 
résulte, d'après ce que nous venons de démontrer, que la courbe 
polaire réciproque d'une courbe du second degré e^re une courbe 
du second degré. 
L'espèce de cette courbe dépend de la position de la ^eetkm 

conique directrice. Si le centre 
^*' (fig. 3o) de cette directrice est 
extérieur â la coûrf)e S, on pourra, 
du point 0, mener deax tangentes 
à cette courbe, et, tes pôles de ces 
tangentes étant rejetés à Tinfim, 
la courbe S" aura deux branches 
infinies, dans deux directi(ms dif- 




Pig. 30. 
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férentes, c'est-à-dire sera une hyperbole. D'ailleurs les p^ 
kires A' et B' des points a et 6 où les tangentes aO et 
60 touchent la courbe S, sont tangentes à la courbe S' et la 
touchent aux points qui sont les pôles des droites etOetbO. Ces 
polaires sont donc les asymptotes de la courbe S'. Quand le 
centre est situé sur la courbe S, on ne peut plus mener de ce 
point à cette courbe qu'une seule tangœtQ ; les points de contact a 
et b coïncident avec le point 0, et leujrs polaires A',B' se confon- 
dent et sont rejetées à l'infini, de façon que la courbe S' devient 
une parabole. Enfin, lorsque le centre passe à l'intérieur de la 
com^be S, comme on ne peut mener de ce point à cette courbe 
aucune tangente réeUe, la courbe S' n'a aucun point àTinfini, ^, 
par suite, est une ellipse. 

53. — Dans le cas particulier où la courbe directrice est un 
cercle de rayon r (fig. 3i), il est évident que la polaire Â' d'un 

point quelconque a est per- 
pendiculaire à la droite oa 
et, par suite, que les polaires 
A' et B' de deux points a et 6 
font entre elles un angle égal 
à l'angle aob. D'ailleurs si 
l'on désigne par h les points 
de rencontre des droites A' 
oa^ pargf le 'point de ren- 
Fig. BU contre des droites B' ^t o&, on 

peut voir facilement que l*on a 

(t) 6héOa:=ogiob=^r^. 

Gala posé, menons les droites œ et o^parall^ement aiu po- 
laires B' et A', et lea droites aê et bf perpendiculairement [wx 
mômes poladres* Les triangles rectangles oae^ abf étant s«m- 
Uables^ nous aurons 

oa oe __ ac + ce _ ae-^ôg 

l^^Ff^bd + df^ bd + oh' 




&8 
d'où 
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oa{bd + oh) = ob(ac + og)y 

d'où encore, en tenant compte de l'équation (i), 

oa.od=:ob.ac. 

On peut écrire cette.demière égalité 

oa ac 
ob bd^ 

et, sous cette forme, elle montre que les distances des deux 
points a et 6 au centre o sont proportionnelles aux distances de 
chacun de ces points à la polaire de l'autre. 

54. — Cherchons la courbe polaire réciproque du cercle dont 

le centre est c (fig. 32) et le rayon 
t\ par rapport au cercle o, pris 
pour courbe directrice. Soient G' la 
polaire du point c et ol le pôle d'une 
tangente quelconque A au cercle c. 
On aura (n* 53) 




Fig. 3Î. 
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oc 






ou 
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oc 
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Le rapport -j étant constant, le lieu du point a\ c'est-à-dire 

la polaire réciproque du cercle c, est une courbe du second 
degré dont le point o est un foyer et la droite C la directrice 
correspondante. 

65. — Les transformations que nous venons d'opérer per- 
mettent de déduire des propriétés du cercle la plupart des pro- 
priétés des sections coniques. 
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Nous savons, par exemple, que deux tangentes au cercle c 
font des angles égaux avec la corde des contacts : or, ces t^- 
gentes ont pour pôle deux points [de la section conique qui est 
la polaire réciproque du cercle c, et la corde des contacts a 
pour pôle le point de rencontre des tangentes menées par ces 
points à cette conique. Si Ton joint ces trois pôles au centre o, 
on obtiendra trois droites qui feront entre elles les mêmes angles 
que les polaires des points considérés, et l'on aura ce théorème : 
La droite qui joint à un foyer Xune section conique le point d'tn- 
tersection de deux tangentes est biœctrice de VangU des droites 
qui joignent au mime foyer les points de contact de ces tan- 
gentes. 

Nous savons encore que le lieu du sommet d'un angle constant 
circonscrit au cercle c est un cercle concentrique. Or aux deux 
côtés de cet angle correspondent deux points de la conique, au 
sommet de l'angle correspond la droite qui joint ces deux points, 
et puisque cet angle est constant, cette droite est vue du foyer 
sous un angle constant ; le sommet de l'angle décrivant un cercle 
ayant pour centre c, la droite enveloppe une section conique 
dont le point o est un foyer et la droite d la directrice corres- 
pondante; de là ce Ihéorème : Une corde vue du foyer d*une sec- 
tion conique sous un angle constant enveloppe une section conique 
ayant mime foyer et mime direction que la section conique pro- 
posiez 
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66. — On peut regarder une courbe soit comme le lîeu d*un 
point, soit comme PenTeloppe d'une droite mobile. Or toute 
droite peut être représentée par Téguation px + qy = i; comme 
à toute couple de valeurs de p et g correspond une droite et 
une seule, on peut dire que p et g sont les coordonnées de cette 
droite; et si Ton donne entre p et g une relation ftp^q) = o, 
lorsque Fune de ces coordonnées variera d'une manière conti- 
nue, l'autre variant aussi d'ime manière continue, la droite se 
déplacera dans son plan et enveloppera une courbe ayant pour 
équation, dans ce système de coordonnées, 

f{p, g) = o. 

Les quantités p et g, prises ainsi pour coordonnées^ ont été 
appelées coordonnées tangentielles* 

Lorsque le premier membre ^(p,g) de l'équation précédente 
est algébrique, son degré représente la classe de la courbe. 

En effet, si x^ et y^ sont les coordonnées d*un point quel- 
conque du plan, on pourra mener à la courbe, par ce points au- 
tant de tangentes réelles ou imaginaires qu'il y aura de couples 
de valeurs de p et g satisfaisant simultanément aux deux équa- 
tions 

- fiPy9) = o, px.+ qyo—i=o. 
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67« -« Une équation du premier degré entre p et 9, Âp-fB^^G, 

A B 

représente le point ayant pour coordonnées x = ^^ y = k » ^^ 

elle exprime que la droite qui a pour équation px + qy=: i 
passe par ce point. Réciproquement, un point est représenté, 
en coordonnées tangentielles, par une équation du premier de- 
gré entre les coordonnées. 

On voit que cette équation renferme deux coeflScients ou pa- 
ramètres arbitraires. Quand on la met sôtis Is forme q=ap+b^ 
ces deux paramètres sont a et &. 

88^ — On peut tromer facUémoit réqoaticm gèBérate des 
pmntd appartenant à une droite doonde. CkmmdéroM, en effet, 
Féqaation d'un point quelconque 

?=«? + *; 

pour que ce point appartienne k la droite qui a pour coordon- 
nées p' et q\ il faut que p' et ç' vérifient l'équation du point, 
c'est-à-dire que l'on ait 

Cette relation entre les deux paramètres a et 6 détermine Tun 
d'eux en fonction de l'autre, par exemple b en fonction de a; si 
l'cflu ^mine è œtre les àeux équations précédentes, on obtient 
l'équation 

qui renferme un paramètre arbitraire a, et qui représente tous 
les points situés sur la droite (p',g'). Quand on fait varier a, le 
point décrit cette droite. 

69. — Le point d'intersection de deux droites données (p',î% 
{p'\q") , appartenant à la preioaîèrè de ces droites, est représentée 
par une équation de la forme 

q—^=^a{p — if)> 
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et, puisqu'il appartient à la seconde, les coordonnées p",^'^ sa- 
tisfont à la relation 

£n éliminant a entre les deux équations que nous venons d'é- 
crire, on obtient l'équation 

qui représente le point d'intersection des deux droites données. 

60. — Soient a = o, p = o deux équations du premier de- 
gré en p et 9, équations qui représentent deia points donnés, 
l'équation générale des points de la droite qui joint ces deux 
points donnés est 

a — &p = o, 

k étant un paramètre arbitraire. 

En effet, cette équation, étant du premier degré, représente 
un point, et ce point est sur la droite qui joint les points donnés 
puisque les coordonnées de cette droite, satisfaisant séparément 
aux équations a=:o, p=o, satisfont à l'équation a — ^=0* 

61. — Le point de contact de la tangente (p',g') à la courbe 
/(p,5) = 0, n'est autre chose que la limite du point d'intersec- 
tion de cette tangente avec la tangente voisine (p' + Ap't 4 + 1^4) ; 
donc il est représenté par l'équation (n* 58) 

î-.î'=(jim^)(p-pO, 
ou bien, puisque 

lim^ = D,rî'=-^', 



par 



1 1> 
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£n chassant les dénominateurs, cette équation devient 

(P-pOr,.+(?-î')A' = o, 

écpiation analogue à celle de la tangente en coordonnées recti- 
lignes; et, si Ton introduit une troisième coordonnée r,de façon 
à rendre la fonction /*(p,g) homogène par rapport à p, ç, r, l'é- 
quation du point de contact se met sous la forme 

Lorsque la courbe est du second degré, si p' et 9', au lieu d'être 
les coordonnées d'une tangente, sont les coordonnées d'une 
droite quelconque, l'équation 

pA' + ?/V + ^A'=o 

représente le pôle de cette droite. 

62. — La théorie des coordonnées tangentielles se ramène à 
celle des figures polaires réciproques. 

Soit, en effet, f{p^q) = o, l'équation en coordonnées tangen- 
tielles d'une courbe donnée S. Chaque couple de valeurs de p 
et q qui vérifient cette équation représente une tangente A qui 
a pour équation, en coordonnées rectilignes, px+qy — 1 = 0. 
Or, prenons le cercle ayant pour équation a?*+y* — 1 = et 
considérons le pôle a' de A par rapport à ce cercle; œ^ et y^, 
étant les coordonnées du point a\ la polaire de ce point a pour 
équation «op^ + Wo — 1 = 0; et, puisque cette polaire n'est 
autre chose que la tangente A, on a «o =P» y© = 5» ^^ sorte 
que l'équation 

fi^o , yo) = o 

représente le lieu du point a', c'est-à-dire la courbe S', polaire 
réciproque de la courbe proposée S. 

Donc, l'équation f{p,q) = o représente, en coordonnées rec- 
tilignes, la polaire réciproque de la courbe qu'elle représente 
en coordonnées tangentielles. Cette considération permet, étant 
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donnée Té^uation d'une courbe en coordonnées tangentielles, 
de trouver l'équation de cette même courbe en coordonnées 
rectilignes. 

GÉNÉRAUSATION DISS COOKDONNÉiSS RECTILIGNES. 

63. — Soient a, p, y» ^^^^^ polynômes du premier degrés 
savoir : 

ot=Aa;4-By + C, 

et considérons les trois droites 

p=o, 
Y=o. 

Un point quelconque du plan peut être regardé comme Tln- 
tenection de deux droites a = «y» P ^ *Y» ®^* comme à chaque 
couple de valeurs de a et de 6 correspond un point et un seul, 
les quantités a et ft peuvent être regai»dées comme les coordoti* 
nées du point. 

Voyons ce que devient l'équation f{x^y) 1= o d'une courbe, 
dans ce nouveau système de coordonnées. En remplaçant, dans 
les équatioqs a a» «y, p a?= fty» <*»P*Y P*^ ^^^^ valeurs en fonc- 
tion de êà et y, on obtient deux équations entre a?, y, û et 6, 
â*oà Ton tire 

_ CV—Ba + (C'B'^— »C> + (BC^— CW^b 
^ ■" AB' — BA'+ (A'B"— B'A> + (BA"— AB'O*' 

_ CA^ — Ac + (C'A^ -- k'cy + {kcr — tk') b 

y ~ AB'^ BA'+ (A'B^— b^À^Oû f (bA*^- A#)ô' 

Ces valetu-s de a; et y sont des fractions rationnelles dont les deux 
termes sont du premier degré en a et 6 ; il en résulte que, si on 
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1m jporte datiè Téquation A^^V) ^ <»^ oti m>ttVerâ^ pour i^ept-é- 
sent^ la courbe dans te nouveau système de eoordonûéeë^ une 
équation f{a,b) ss o doAt le premier membre, mis sous forme 
entière I est, par rapport aux variables, de même degré que 

Il fautf à la vérité, pour que cette transformation soit possible, 
que le dénominateur des valeurs de or et de y ne soit pas nul 
pour toutes valeurs de a et de 6 , c'est4i«dire que Ton n'ait pas, 
à la foîsi 

AB' — BA' = o, 
A'B" — B'A" = o, 
A^B — B"A =o; 

m£us il suflBt, pour que cette condition soit remplie, que les trois 
droites a = o, ^ = o, ^7=0, ne soient pas parallèles entre 
elles. 

Si, dans l'équation entre a et 6, on remplace a par ~ et 6 

par -, on obtient une équation homogène en a, ^, -y. 

64. — Ces nouvelles coordonnées rectilignes sont susceptibles 
d'une interprétation géométrique simple. Considérons, en effet, 
un point quelconque, ayant pour coordonnées ordinaires x^ et 
y^. Lorsque nous remplacerons, dans a, p, y» tes variables x 
et y par x^^ et y^, nous obtiendrons des quantités proportion- 
nelles aux distances du point considéré aux droites a = o , P = o, 
Yf^oi Gela nous montre que lorsque^ pour déterminer la posi^ 
tion d'un point, on en donne les trois coordonnées a, p, y, on 
fait connaître! k des facteurs constants près, les distantes de ce 
point aux trois droites a=o, p=o,Y=o, et que, lorsqu'on 
donne les deux coordonnées a et 6 , on fait connaître, toujours à 
des facteurs constants près^ le rapport des distances du point 
considéré aux droites a = o et y= o et le rapport des distances 
de ce même point aux droites p = o et y = o. 
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Si l'on faisait en sorte, ce qui est toujours possible, que, dans 
chacune des équations a = o, p=o, 7 = 0, la somme des car- 
rés des coefficients de a; et de y fût égale à l'unité, tous les fac- 
teurs constants dont nous venons de parler deviendraient égaux 
à l'unité, et les coordonnées a, p, y» ^ ^t *» au lieu d'être pro- 
portionnelles, les unes aux distances du point aux droites, les 
autres aux rapports de ces distances, seraient précisément égales, 
les unes à ces distances, les autres à ces rapports. 

65» — Ces remarques sur la signification géométrique des 
coordonnées a et 6 permettent de démontrer facilement le théo- 
rème dont nous avons déjà donné une démonstration (n* 3i). 
Soient, en effet, a et 6 les coordonnées d'un point (fig. 33) , 
et a=:o, p=o, Y = o les équations des 
côtés BG, CA et AB du triangle ABC. Sup- 
posons que, dans chacune de ces équa- 
tions la somme des carrés des coefficients de 
x et de y soit égale à l'unité. Nous aurons 




c 



et 



_tt ECsmC 
^■"t^EAsmA' 

p DCsînC 
t"^DBsinB' 



a_'«_FBsinB 
3""p"'FA6inA' 



^ .j i.x v.A «t FBsinB , ^- 

Or, SI, dans 1 égalité -= p,. . . , nous remplaçons a et 6 par 

EGsinG DCânC . ^ 
leurs valeurs g^^^ et jj^^^^, nous trouvons 



EGsinG 



EAsinA _ FBsinB 
DCsinC "~ FAsinA' 
DB sin B 
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d'où 




{>) 


FB.EA.DC 
DB.EG.FA~'' 
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Mais, comme nous convenons d'affecter les segments déterminés 
sur chaque côté du triangle du signe + ou du signe — suivant 
leur sens, nous avons (n* i) 

DB = — BD, EC = — CE, FA = — AF, 

et, en substituant dans l'égalité (i) ces valeurs de DB, EG , FA , 
nous trouvons 

FB.EA.DC _ 
BD.CE.AF~ 

Cette égalité nous montre que : 

Si trois droites^ partant des sommets Sun triangle^ se ren- 
contrent en un même points elles déterminent^ sur les côtés oppo- 
sés^ six segments tels que le rapport du produit de trois d'entre 
eux non consécutifs au produit des trois autres est égal à — i . 

§6. — Dans le système de coordonnées que nous venons d'é- 
tudier, que Ton désigne sous le nom de coordonnées homogènes^ 
une droite quelconque sera représentée par une équation du pre- 
mier degré 

Aa + B* + C =0, 
ou 

Aa + BP + CT = o; 

une droite passant par un point donné (a',6') aura pour équation 

b — é'=rin(a — a'), 

m étant un paramètre arbitraire ; la droite qui passe par les deux 
points {a\b') et {a'\b") aura pour équation 
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enfin l'équation de la tangente au point (a',6') de la couri>e 
f{a^ 6) =0, sera 

ou, en employant les trois coordonnées, 

«fa' + P/V + î/'V^^- 

Les deux dernières équations que nous venons d'écrire repré- 
sentent cbMUn* Ut polairo du point {û\V) ou (W,^\y)» lorsqM 
la courbe est du second degré et que le point, au lieu d'être 
sur la courbe, a une position quelconque dans le plan, 

GÉNÉRALISATION DES COORDONNÉES TANGENTIELLES. 

67. — » On peut généraliser les coordonnées tangentielles de la 
même manière que les coordonnées rectilignes ; car si l'on prend 
trois points fixes A, B, G (fig. 34) i ces points seront représentés, en 
coordonnées tangentielles, par trois équations du premier degré 
en p et j, savoir a=:o, p=o, y=?o; si l'on joint ces points 

deux à deux par des droites, l'équa- 
tion a =aY représentera un point quel- 
conque D de la droite AG, Inéquation 

— ^ P = 6y un point quelconque E de la 

Fjg- 34. droite BG» et œs deux équations, prises 

ensemble, représentent la droite DE, dont les coefficients a et 
h potittônt èit*e régardés comme les coordonnées. 

D'après cela, si f{p^q)=o est l'équation d'une courbe en 
coordonnées tangentielles, en y remplaçant p et g par leurs va- 
leurs tirées des équations P^^^ay^ P===6y» w aura une équa- 
tion de la forme f (a,6) = o, ou bien, en employant trois coor- 
données, ç(a,p,Y) = o , et les premiers membres de ces nouvelles 
équations seront chacune, par rapport aux variables, du même 
degré que f{p,q) = o. 
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es. ^^ Geë nouvelles eoof données tângentieQed sônt stiseep*- 
tibled d'une interprétation géométrique fiimple. Considérons, en 
eflet, la droite quelconque représentée, en coordonnées rectii- 
lignes, par l'équation p^ + ^y^^i ^o* ^^ appelons 8 la dis- 
tance de cette droite au point A , dont les coordonnées sont x^^y^ \ 
nous Avons 






ce qui revint k 



\fF+V* 



si nous attribuons, dans a, aux variables p et 9, led valeurs des 
coordonnées tangentielles de la droite donnée. 

Nous trouverons de même, en appelant 8^ , \ les distances des 
points 6 et c à cette droite 



Gela prouve que les quantités «i p, y» lorsqu'on y donne, 
aux variables p et 9, les valeurs des coordonnées d'une môme 
droite, sont proportionnelles aux distances des points A, B9 C à 
cette droite, et, par conséquent, puisque 

ï ï 






que l'on a 

Ainsi, lorsqu'on donne, pour définir une droite, les deux coor- 
données a et 6, on ne fait autre chose que donner le rapport des 
distances de cette droite aux points A et G et le rapport des dis- 
tances de cette même droite aux points B et G. Si Ton donne les 
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trois coordonnées a, ^, y, on fait connaître les distances mêmes 
de cette droite à ces trois points, ou, du moins, des quantités 
proportionnelles à ces distances. 

69. — Les remarques que nous venons de fsdre sur la signi* 
fication géométrique des coordonnées a et 6 permettent de dé- 
montrer facilement le théorème sur les transversales dont nous 
avons déjà donné une démonstration (n* 32). 
Soient, en effet, a et 6 les coordonnées de la sécante quel* 
c^ conque DEF (fig. 35); 8, 8,, 8, les dis- 

tances des points A, B, G à cette sé- 
cante. Nous avons (n« 68) 




Fig. 35. 



a = 


8 

"s. 


AD 
""CD* 


b = 


'h 


BE 
""CE' 


b_ 

a~ 


_8. 

"8 


BF 
~AF* 



et, par suite. 



b BF 

Or, si, dans l'égalité - = ^, nous remplaçons b et a par leurs 

1 BE ^ AD ^ . 

valeurs tîïï et ^, nous trouvons 



BF 
AF 



Q 



OU 

AF.BE.CD = AD.CaE.BP, 

égalité qui exprime que : 

Lorsqu'une sécante quelconque rencontre les trois côtés i*un 
triangle^ elle détermine six segments tels que le produit de trois 
Centre eux^ non consécutifs^ est égal au produit des trois autres. 
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70. — Dans le système des coordonnées tangentielles ainsi 
généralisées : 

un point quelconque sera représenté par une équation du pre- 
mier degré 

• Aa + B* + G =0, 

ou 

Aot + Bp + Cy = 

l'équation générale des points d'une droite (a',6') sera 

6_é'=m(a — a'), 

m étant un paramètre arbitraire; 

le point d'intersection des droites (a',6% {a\b"), aura pour 

équation 

enfin Féquation du point de contact de la tangente (a',ô') à la 
courbe f{a^b) = o, sera 

ou, en employant trois coordonnées, 

Ces deux dernières équations représentent chacune le pôle de 
de la droite {a',V) ou (a',p',7 ') , lorsque cette droite, au lieu d'être 
tangente à la courbe, a une position quelconque dans le plan. 



CHAPITRE lY. 



Propriëtéa générales des sections ooniqiues. 

Tliéorèiiie I. 

71. — Par cinq points donnés réels ou imaginaires^ on peut 

toujours faire passer une section conique, et Ton n'en peut faite 

passer qu*une. 

Considérons quatre points, a, 6, c, d (fig. 36) et joignons-les 

àmok ^ deux par le» droites 0b, &«« fdy âa âois^ 

^c nous représenterons les équations par « $:» ^« 

•y = o, p = o, 8 = o en posant pour abréger 

5s=ma + np — f. L' équation générale des 

P courbes du second degré, en prenant pour 

nouvelles coordonnées a, p, y, est 



{t) A«»4- kV + AV+ «Spr + ^^T* + sr^ = 0. 

Détemdncnâr k» e(ieficienfl»€gQf espmiiant que la eourbe {Hase 
par les quatre points a, 6, c, d. La courbe passant par le point 6, 
son équation doit être satisfaite quand on y fait a = o, y = o^ 
donc A' = o. De même, la courbe passant par le point c, son 
équation doit être satisfaite par y = o, p = o, et par consé- 
quent A = 0. Exprimons de même que la courbe passe par les 
deux autres points d et a, ou que son équation est satisfaite 




^1 
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par P=o, S=o, ou ce qui revient au même, par P=o, 
Y=ma+np, etpar a=so, YasBimt+ftP» >1 vient 

A"m-f2B' = o, A'n-l-aBss:©; 

cl'où 

De là r^ulte que l'équation de la courbe cherchée est 
A V — A"npT — A*mY<t + SBTdp = o, 
M ce <p£i revient an mtaie^ 

îiB"ap -f A^T (t — ma — np) = o. 

L'équation de la ccHiique passant par les quatre points a, 6, c, d 
peut donc s'écrire simplement sous la forme 

(i) «P — Ay8 = o. 

On toit immédiatement qu*îl suffît dfe se donner utf dtrqfiîème 
point pour déterminer complètement l'équation. Soient en 
effet a', p', y' ses coordonnées et 8* ce que devient 8 lorsqu'on y 
substitue les coordonnées de ce point; on doit avoir 

«'p'— *Y'y=o, 

te qui fournit potÉT k tttïe fnkùt finie et détermhiée â moins qn% 
ce cinquième poiîrt iie se trouve sur une des droites de i± ô, p i= o, 
Y = o, 5 = o. La courbe se réduit dans ce cas à deux droîUeir. 

rème suivant : 
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Théorème II. 

Un quadrilatère étant inscrit à une conique^ le produit des dis- 
tances de chaque point de la coniqw à deux côtés opposés du 
quadrilatère est au produit des distances du mime point aux 
deux autres côtés, dans un rapport constant. 

Réciproquement, le lieu des points d'un plan, tels que le pro- 
duit de leurs distances à deux côtés opposés d'un qv^idrilatère, soit 
au produit des distances aux deux autres côtés dans un rapport 
constant, est une conique circonscrite au quadrilatère. 

Cela résulte immédiatemezit de ce que le lieu défini par 
l'énoncé a pour équation 

-| = A ou ap — *y8 = o; 

On pourra d'ailleurs en faisant varier le rapport k obtenir 
toutes les coniques circonscrites au quadrilatère. 
Ces théorèmes ont pour corrélatifs les théorèmes suivants : 

. Théorème m. 

73. — Cinq tangentes déterminent une conique et rien dèter^ 
minent qu'une. 

En efiFet, soient construits les pôles des cinq droites; par ces 
cinq points on pourra faire passer une conique S' et on n'en 
pourra faire passer qu'une. La courbe polaire réciproque de S' 
sera une conique S tangente aux cinq droites, et il est évident 
qu'il ,n'y a qu'une solution, la courbe S' n'ayant qu'une polaire 
réciproque. 

Cherchons en coordonnées tangentielles l'équation d'une 
conique tangente à quatre droites. 

Soient 
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les équations en coordonnées tangentielles des quatre sommets 
du quadrilatère formé par ces droites. L'équation cherchée est : 

En effet, en coordonnées ordinaires cette équation représente 
toutes les coniques circonscrites au quadrilatère formé par les 
quatre droites a, p, y» 5. Or ces quatre droites sont les polaires 
des points que les mêmes équations représentent en coordonnées 
tangentielles. Donc Féquation (2) en coordonnées tangentielles 
représente toutes les coniques inscrites dans le quadrilatère 
proposé. On pourra d'ailleurs en faisant varier k obtenir toutes 
les coniques inscrites dans le quadrilatère donné. 

7&. — Les quantités a, p, y*^ sont proportionnelles aux dis- 
tances d'une droite arbitraire aux quatre sonmiets du quadrila- 
tère; on a donc ce théorème : 

Théorème W. 

Un qiAodrilcUère étant circonscrit à une conique^ le produit des 
distances de deux sommets opposés à une tangente quelconque est 
au produit des distances des deua a^^res sommets à la même 
tangente dans un rapport constant. 
La réciproque est vraie et peut s'énoncer ainsi : 
Lorsqu'une droite se meut de telle sorte que le produit de ses 
distances à deux sommets opposés d'un quadrilatère^ demeure 
dans un rapport constant avec le produit de ses dislances aux 
deux autres sommets^ cette droite enveloppe une conique inscrite 
dans le quadrilatère donné. 

Tliéorème V. 

76. — Si ton joint un point quelconque d'une conique à quatre 
points fixes pris sur cette conique^ le rapport anharmonique du 
faisceau est constant. 

5 



m^ï ai bi e, d léd qtiàtHs points fit^ (^ S;) | 

\ î«=o, P = o, 5 = 0, t = o 

j les équations des droites a6, cd, bc, ad ; réqua- 
'^^ tien de la conique est : 

Fig. 87. 

ap — *t8 = o. 

PféH8a§ iln pHt qiiëlbbilc[iie m §uf cette pdili^be et Jdigiicrfis- 
16 Srtli qtîàti*e aiitré^ pâf- leà droites m(t, «ife, mt, feiil. Êhêxpfl^ 
fiâili; de dëui diaiilèi^és là surface dés ti^àfiglëâ ^b^,m6ë, MA, 
maài nous arrif ctiiâ âtii ègàlitëà : 



cd X P = f»i.dmsin(cmd) 
cfa X 5 = (/m.amsin(dmâ). 

Tirons de là les valeurs de a, p, y> S, et portons-les dans Téqua- 
tHto de Is coniq«e$ il it&A : 

$jn(amj!) , (gimcyié) _^ j^ ^ . £^ . 
sin (amc{) * (sin cmcf) ad * cd' 

ce qui démontre là pFôpoâitiëil. 



Tliéorème corrélAtif. 

Une conique étant inscrite dans un ^utxdriîdièH] Wiè taHgéii^ 
quelconque est coupée par les côtés du quadrilatère de telle sorte 
que le rapport anAarmomfuê iftSffMfM W intersection est constant. 

Pour démontrer ce théorème il sufiit de transformer le pré- 
cédent par les polftsrës réeiptoques: En efibt) aai ^t&tre peints 
fiies cérrespondent quatre tangentes ûxts de la eoniffué pdlâite 
réciproque, au point mobile m correspond vxfb tangents qnel- 
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conque à cette conique, et enfin au faisceau ma^ m6, me, md cor- 
respond le système aëstfttat!^ J)Oi!!tS tf IHtêflèction de cette tan- 
gente variable avec les quatre tangentes fixes. Il résulte du 
tli8êfêttié pi*étédënt qdê lëUf rapport ànfeàfmonique est côn- 
stàftt. 

Théorème ^¥1% 

7€ti Àniour de ieuée pmnuflâ^ fi&^fmrl^t fiiûx faùceaux ho^ 
nwgriphiiinen : lé li'eudk$ inteflsMU^fSiis ttVltéi correspondantes 
esî unt eèniqn^ fut pasH pttr tei fie^d! p^iûlè ftëès. 

0h dil que deux faiscBatti tte art5lt«S sttè HomogràpHiques, 
quafad le rapport aiihârmiotiiqiHSi dé t^ùûité dMtfeé de Taa dëis 
faisceaux, est égal au rappoit ïll!llàtiliéiii(}Hë d^ ^mWé Sfëitt^ 
cerre8j[>ondsbités dans l'atiti^. 

Les intérsectiofts n^h\ t de trois totiptes de &:oim HOUtogHl^ 
piiiques; et les detts points fixes b,»' (flg. 98) détérdlltiëlil tihë 
^\y coniqBfe; Deax dtbiteâ hbmoèrapMqfafeS 

^/\ ^\/^ quelconques se couperont sur cette tëfti- 
s/ v^W^L'- que en vertu du théorème V. Ainsi par 
y^^^^lJ èxfeihpîê, â la droite dd du système o' cor- 

^^1^ ----:>^ respondra la droite od du système o, 
Kig. 38. t)arté qUë lé rapJDdrt àrihafitidniquè des 

dëtii fài^eatii de qtlati-e di-oiies est le thëme. 

Il f éstdte de là qùë la tàhgfeiite en d à la conique est la droite 
dti faiscéâii d q[ili cbri espotid à la droite od du faisceau o', et de 
rilêmfe que là taiigënlë en b est là droite du système d qui cor- 
respond à od dans le système d. 

SilS drbitë od Se correspond â elle-même dans les deux systè- 
niés, elle fait partie du lied, et par feonséquent les points a, 6, c, d 
«ont efi lighë drbltè; bH pêdt ëîioiicer ainsi ce résultat : 

CoROLiAifeE; — ^Lbrsijuë danè deiix faisceaux de droites homo- 
étàflhHJtiës il existe iiri'ë drbilé qiil se côrrèspbfad â ëlle-méiiiè, 
les ^(îhitâ tf IHtetsefctibn dëè drbltes corrês()bndàiîtëà des deux 
faiséêSfctx SSîit sUFiiriê Mile lî^tie di'ôité : 
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Théorème corrélatif. 

5t sur deux droites on a deux systèmes de points komographi- 
ques^ la droite mobile qui joint deux à deux les points correspon- 
dants enveloppe une conique tangente aux deux droites. 

Ce théorème se démontre en transformant le précédent par 

les polaires réciproques, et Ton voit que si 5 a et 5 a' (fig. 69) 

/ sont les droites fixes, pour avoir les points a et a' 

y* où elles touchent la courbe G, il faut prendre sur 

^ S — chaque droite le point correspondant de 5 con- 

*ig- 39. sidéré comme faisant partie deîautre. Si le point 5 
se correspond à lui-même, le lieu se réduit à un point. On a donc 
ce corollaire corrélatif du précédent : 

Corollaire. — Lorsque le point de rencontre de deux droites 
siu- lesquelles se trouvent deux divisions homographiques se 
correspond à lui-même sur les deux droites, les sécantes qui 
joignent deux à deux les points correspondants passent par un 
même point. 

Théorènte TH. 

77. — Deux angles de grandeur constante tournant autour de 

leurs sommets^ si l* intersection de deux côtés reste sur une même 

J^^ droite, le point d'intersection des 

^yi deux autres côtés décrit une conique 

I qui passe par les deux sommets 

fixes. 

En effet, les deux faisceaux de 
droites o»i, o'm (fig. 4o) sont évi- 

demment homographiques, et il [en 

^^^ 40. résulte que les droites om\ dw! qui 

forment avec elles des angles constants a et p sont également 
homographiques. Donc le lieu du point m' est une conique passant 
par les deux points et 0' en vertu du théorème précédent. 
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Il est facile de construire les tangentes en o et o'. En effet, la 
tangente en o' est la droite correspondante de oo' dans le sys- 
tème ontl\ menons donc en o la droite om^ faisant avec oo! un 
angle égal à a, puis joignons dm^ et enfin faisons en o' Fangle 
m,o'T'=p: o'T' est la tangente cherchée. On construirait de 
même la tangente en o. 

A ce théorème se rattache le suivant : 

Théorème Tin. 

78. — SU ^w les deux côtés d'un angle^ à partir du point où 
chacun est rencontré par une série de sécantes issues d'un point 
fixe^ on prend des longueurs constantes^ les cordes qui joignent 
les points ainsi déterminés enveloppent une conique tangente aux 
deux côtés de V angle. 

Soient o le point fixe, A et B les deux droites fixes, oab la sé- 
cante variable, m et m' des points tels 
que les distances am et 6m' soient égales 
aux longueurs constantes données (fig. 4 1 ) . 
Les points a et 6 forment évidemment 
deux systèmes de divisions homographi- 
^V\ ques, et par suite il en est de même des 
Fig. 41. points m et m'. Donc, d'après le théorème 

corrélatif du théorème VI, la droite mm' enveloppe une conique. 

Théorème IX.. 

79. — Les n côtés d'un polygone tournent autour de n points 
fixes^ tandis que n — i sommets décrivent des droites fixes: le 
n* sommst décrit une conique. 

Soient o^^ o^^ o^ On les n points fixes, A^ A, A^^, les 

droites fixes, a^ le sommet libre (fig. 42). 
Les sommets a^ et a, forment sur A^ et A, deux séries de points 
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I^^^RQBT^îQH^»^ ^^ {»lm? Si e^ 01 ^^ 4t M As« dm^^ points 

ft^ eit ^^ forment dea syatèpes 
I)QniQgFiipHl^as. ^n continuant 
* ainsi, m, $m?iYe 4 voii^ que les 
points fi, pt 1»^., pœit bMnograr: 
phiques, et par- suite que \m ôroi- 
\^s flf^j (In, Pi (?« 3pnt ^loinogra- 
phiques, donc leur intersection a^ 
décrit une conique passant par les 
Fig. «. points 0, et On. 




Théorème corrélatif. 



dt« gwe n — 1 côtés tournent autour de n-^.\ fiQit{\s fyfe^: (^ 

n* cô^é envelçfpm ^f^e conique. 
Pour démon{;rer ce théorè]i}e^ il suffit de transfonper la figure 

gije ijous yenpns de considérer, par les polaires réciproques; 

cçtte tr^nsfpnn^tion njontre en mêmp temps que la conique est 

tangente aux deux droites fixes sur lesquelles glissent les extré- 

n^ifés de la df oite gui pnyçloppe }a conique. 
{^a démonj§tration que nous avoiis donnée du théorème direct 

s'applique évidemment au cas du 
triangle. Paps ce cas on peut immé- 
diatement trouver trois autres points 
de la conique. En effet, la droite a,a, 
(fig. ^i) peut occuper les trois posi- 
tions : ofi^^ 0^0^^ ao^ et Ton recon- 
paît i^nméfli^tenient; qup }e^ positions 
pqrr^Sfpon4^ntea 4^ <î, ?Qpt : ^, c, q, 
Fig. 43. Donc la conique ^Pit pa§8pf par ces 

tf^s points, e$ cpminp elle p^sse en outre par o^ et o, gljp est 

complètement déterminée. 
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80. — Les ipois eètis â-un tpiangk tournent autour de trois 
points ptes^ tandis que deux sommets se meuvent mr deux eo" 
niques passant chacune par deux des points fixes : le troisième som- 
met décrit une conique passant par les deux points autour desquels 
tournent Us côtés dont ee sommet est ^intersection. 
Gela résulte immédiatement de ce que les droites a^m^ , a^m^ 
(fig. 44) forment deux faisceaux ho- 
mog^i^bîqu0&9 car chacun de ces fais- 
ceaux est homographique avec le fais- 
peay (|es drojteg fjjj m,| Çloçp, en v^u 
dij théprèipp yi, ]e JlfH ^ij B#^ji%ç|t 
«figçpniquep4ssantp^lçs.4e»x pqiBt? 

Qe dj^prème géfi^ralig^ ^m\m m^\ • 
Vlftéorème 1U. 




82. —^ Les n côtés d'\^n polygone tournerU autour de n points 
fixes ^ tandis que n — i sommets glissent surn — i com^ufs, la 
conique sur laqvslîe glisse chaque sommet étant assujettie à passer 
par les deux points autour desquels tournent les côtés dont ce 
sommet est le point d'intersection : le n* sommet décrit une conique 
passant par les deux pivots des côtés dont il est V intersection. 

En eflfet, en procédant de proche en proche, on reconnaît fa- 
cilement que les deux côtés qui déterminent le sommet libre 
font partie de deux faisceaux homographiques. 

La transformation paf les polaires réciproques cpnduit au 
théorème corrélatif suivant, qu'il suffira d'énoncer. 
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^ Théorème corpélAtlf. 

Les n sommets d'un polygone glissent sur n droites fiâoes^ 
tandis que n — i côtés roulent surn — i coniques^ chaque co^ 
nique étant tangente aux deux droites fixes sur lesquelles glis^ 
sent les extrémités du côté qui roule sur cette conique : le n* côté 
enveloppe une conique tangente aux deux droites sur lesquelles 
glissent les extrémités de ce côté. 

Théorème XD. 

82. — Si trois coniques ont deux points communs, les trois 
droites 'qui joignent les autres points d'intersection des courbes 
deux à deux passent par un même point. 

Soit S=o l'équation de Tune des sections coniques, a=o 
l'équation de la droite qui passe par les deux points communs, 
les équations des deux autres sections coniques seront de la 
forme S — fcap=o, S — k'aY = o. Les trois droites qui passent 
par les deux autres points d'intersection des courbes considé- 
rées deux à deux sont donc p=o, y=o, kp — k'Y = o, et on voit 
que la troisième' passe par le point d'intersection des deux 
premières. 

Théorème corrélatif. 

Si trois coniques ont deux tangentes communes^ les trois points 
d^ intersection des autres tangentes communes aux courbes deux à 
deux sont en ligne droite. 

Le théorème XII fournit une démonstration élégante et simple 
du théorème important connu sous le nom de Théorème de 
Pascal^ et qui s'énonce delà manière suivante. 



=d 
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Théerème XMSM. 

83. — Les points de rencontre des côtés opposés d'un hexagone 
inscrit dans une conique sont en ligne droite. 
Soient m et n les points de rencontre des côtés opposéÈi ab et 

de, af et cd (fig. 45). Je dis 
que la droite mn concourt 
au point de rencontre des 
deux autres côtés opposés 
hc et ef. 

Considérons, en effet, les 
deux systèmes de droites ab 
et cd, af et de, comme deux 
coniques ; on reconnaît im- 
médiatement qu'elles ont entre elles et avec la conique proposée 
la corde commune ad; donc les trois autres cordes coucou- 
rent au même point. Or ces cordes sont mn^ be et /e, ce qui 
démontre la proposition. 

Rien dans notre démonstration ne suppose que les six points 
abcdef forment sur la conique un hexagone convexe, et le théo- 
rème s'énonce plus généralement en disant : 

Six points étant pris à volonté sur une conique , si , partant 
de l'un d'eux, on passe par tous Jes autres avant de revenir au 
point de départ, et qu'on numérote les côtés dans Tordre dans 
lequel on les a obtenus , les trois points d'intersection des cou- 
ples de côtés opposés (i , 4) (a, 5) (5, 6) sont en ligne droite. 

Le corrélatif de ce théorème, célèbre sous le nom de Théo- 
rème de Brianchon^ est le suivant : 

Théorème eorrélatlf. 

Les trais diagonales qui joignent deux à deux les sommets ap- 



po$é$ d'un hexagone circonscrit à une conique passent par un 
même point. 

Ce théorème a toute la généralité du précédent, c*est-àr^re 
que l'hexagone peut ne pas être convexe. 

84. — Du théorème de Pasca^l et de celui de P^^^^ft^P <^R 46- 
^Wt PlH§iÇW8 ÇÇr^llftirps lînportants : 

Corollaires. Lorsque deux sommets consécutifs de l'hexagone 
inscrit se confondent, le côté intermédiaire devient une tangente 
à la courbe; ainsi, un pentagone, un quadrilatère, un triangle 
inscrits dans une conique, jouissent de propriétés qu'on déduit 
de celles de l'hexagone inscrit, en complétant le nombre des 
côtés par des tangentes aux sommets. 

En même temps que deux sommets de l'hexagone circonscrit 
se confondent, les deux côtés correspondants de l'hexagone cir- 
conscrit se placent en ligne droite, et le sommet intermédiaire de- 
vient le point de contact du côté double ; ainsi , un pentagone, un 
quadrilatère, un triangle circonscrits à une conique jouissent de 
propriétés qu'on déduit de celles de l'hexagone circonscrit , en 
complétant le nombre des sommets par des points de contact. 

Nous allons énoncer ces propriétés. 

Pentagone inscrit. — Un pentagone é|fmt ipscrit dans uae 
coniqu^, désignqnssescûtésfionsécutifepaplesnumérûs i ,s,3,4,5: 
le point de concours des côtés i et 4» celui cjes cOtés 2 et 5, et 
celui de la tang^te au sommet (i,S) avep le côté 3, sont eq 
ligne droite. 

Cette remarque permet, étant donnés cinq points d'aune co-r 
nique, de construire les tangentes à la conique en ces points. On 
peut en effet compléter l'hexagone successivement par chacune 
des cinq tangentes. 

Pentagone circonscrit. — Désignons par les numéros 1,2, 3,4,5 
les sommets d'un pentagone circonscrit à une conique. Les 
dçpitpg gw jeîgnent Igs ^ppiflpte | et^^^p^S, et le ppiiit de 
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•çoptaôt 4u ç(^ iu^) *vpç le mm^ 5, se mvm^ mw «êpe 

point. 

Il résulte de là gu' étant données cinq tangentes à une cpnîgjie, 
op pourra trçuver leurs points de contact. 

Quadrilatère inscrit. — Si Ton suppose que deux fif^tés d^un 
hexagone insorit se réduisent à zéro, on aura uq guadcilatère 
inscrit, et les tangentes m deux sommets. Ges sommets peuvent 
d^aiUeurs être adjacents ou apposés. 

Dans le pi>emier cas, on a 1q théoréine sui^nt : 

Si par deux sommets adjacents d'un quadrilatère inscrit dans 
yne conique, on mène des tangentes à cette courbe, les points 
de concours de chacune de ces tangentes avec le c6té adjacent 
au commet par lequel passe l^autre tangente, et le point de 
concours des deux autres côtés, sont trois points en ligne 
droite. 

Dans le second cas, on a l'énoncé suivant : 

Dans tout quadrilatère inscrit à une conique, les points de 
concours des côtés opposés, et celui des tangentes menées par 
deux sommets opposées sont en ligne droite. Cet énoncé définit 
quatre points qui sont en ligne droite. 

Quadrilatère aRCONSCRiT. -^ Voiei, relativement au quadri- 
latère circonscrit, les deux théorèmes corrélatifs des précédents : 

1* Dans tout quadrilatère circonscrit à une conique, les droites 
qui joignent deux sommets opposés aux points de contact des 
tangentes issues de Tun des deux autres sommets, se coupent 
sur la diagonale qui joint les deux autres sommets opposés ; 

2*» Dans tout quadrilatère circonscrit, les deux diagonales et 
les droites qui joignent les points de contact des côtés opposés 
se coupent au même point. 

duisp h un îfiangle, pp-r réY^flo^^js^fini^t de tfpi§ pôt§s Rqg c^- 
séçutif^. l^g Mox^^ (^e P^gl sç m^¥. àe Ift W^^Jl^ M- 
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Les points de rencontre des côtés d'un triangle inscrit avec 
les tangentes aux sommets opposés sont en ligne droite. 

Triangle circonscrit. — Dans tout triangle circonscrit, les 
droites qui joignent les sommets aux points de contact des côtés 
opposés passât par un même point. 

Comme application de ces deux derniers théorèmes, nous si- 
gnalerons la détermination de la tangente en un point quel- 
conque de la conique du théorème YI, et celle du point de 
contact d'une tangente quelconque à la conique du théorème 
corrélatif. 

Enfin nous ajouterons qu'une conique étant donnée par cinq 
points ou par cinq tangentes, le théorème de Pascal et celui de 
Brianchon permettent évidemment de résoudre ces deux pro- 
blèmes : construire un sixième point quelconque et la tangente 
en ce point; construire une sixième tangente quelconque et son 
point de contact. Il est d'ailleurs aisé d'obtenir les éléments de 
la courbe. (Voyez les leçons de géométrie analytique, n*286.) 

Nous donnerons encore le théorème suivant, comme complé- 
ment de celui de Pascal. 



Tlftéerème XFT. 

85. — Étant donné un hexagone inscrit dans une section co- 
nique^ on prend les points d'intersection des côtés opposés, puis les 
points ff intersection des trois diagonales avec les deux côtés opposés : 
les neuf points ainsi obtenus sont situés sur trois droites passant 
par un même point. 

La première partie du théorème résulte immédiatement de 
l'hexagone de Pascal. En effet, outre l'hexagone a6cd«/ (fig. 46), 
dont les points de concours des côtés opposés forment un pre- 
mier système de points en ligne droite, on peut former deux 
hexagones où les trois diagonales du premier entrent comme 
côtés, et les côtés de l'hexagone donné successivement comme 
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côtés opposés par rapport à ces diagonales : ce sont les deux 




Fig. 46. 

hexagones adcfeba et adebefa. Les trois droites qui doivent con- 
courir en un même point sont donc AB, A'B', A"B". Soient a = o, 
P = 0, Y = 0, y' = *d+ P + <? Y = ^» ^^ équations respectives 
des droites a6,cd, adj be. L'équation delà conique est 

Les droites de et af , qui passent respectivement par les pointe 
d et a» ont pour équations np — Y=^> ^^ — Y==^* 

Pour avoir l'équation de la droite 6e, cherchons les coordon- 
nées du point où de rencontre la conique. A cet effet, rempla^ 
çons Y par n^ dans l'équation de la conique : il vient a — n^= o, 
équation d'ime droite qui, passant par les pointe b et e, n'est 
autre que be. On trouve de même, pour l'équation de la droite /c, 
P — mY'=o. Cela posé, nous avons les coordonnées des pointe 
A, A', A", R, R', R", que nous écrivons dans le tableau sui- 
vant : 






B 



B' 



I ma — y = o 
« — ny' = o 



7Ô Urkè 1. — fcaAl»: !v. 

\ y = \ a — nx =.0 

Les équations des droites AB, A'B', Â^^B" sont par suite 

ma -[- wp — Y = ^ 
fwa + np -i- rrmi['=s: o 
Y — fntif == d 

Ces trois droites passent par un même point, puisque l'équation 
de la troisièïiie résulte des deux autres combinées par sous- 
traction. 

Tlftéorème cerrélatif, 

Étant donné un hexctgone circonscrit à une coniqu>e^ on joint 
par deê irrites hs sofnfi/iet» opposés^ puU chaque shmmet au point 
de conc^ur^ Éeà Aimx tètè9 adjacents à eeuw qui passent par ce 
swnmet t les neuf droites ainsi obtenues passent trois à trois paf 
trois points # qui sûnt sur tme mime dni>iiei 

Tii46i »r ème IkY* 

m: — dtt mfiHi lim mtim n mw è^ m \um^^; ài^ 

côtés d'un triUn0mMhli tàufnM iOxiduf i\i UèM jpômtô fixh, 

Uwiik ^ixé dèûôi sà\nrAets 
^lisètM sûr iéi Ûkû'à kn- 

paikltii'imiêciitèiûitêi 

tdlHt VèsiÉ tàfiyeHt â U m 
nique: k Oèu dicf-Vt 'p'à¥ te 
j^oièiè^ Èoihifiét est une 
ëSHtqué^âsîani pUrleêdhië 
points fixesi 

Soient a et 6 les points 
fixes^ € et 8 lès sommets 
ï'ig. *7 qui décrivent les tangentes 

oa, op; m le point décriVaût (fig. 4?)» les systèoies des points c 
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eid sont hdmogrâphiqi^s^ â'à^ë^ le thédtémé èoJtëlfttîf du 
théorème VI; Donc les fadseëaux des droites am et bm sont ho- 
mographiques, et lé point m défefit tihe conique passant par les 
points a et b. 

Des positions particulières de la droite cd déterminent d'au- 
tres points de la courbe qu'il est bon de remarquer. Lorsque cd 
se confond avec l'une c'd' des deux tangentes meiiëes par le 
point a à la courbe donnée, le pôiiil m occixj^è là positioâ â'. 
Ainsi la coiirbe passé pài^ les poiiits de î^encOiitrë de là cliljtte op 
et des tangentes menées par le point a à la courbe donnée. Elle 
passe de même par les points de rencoiitre de la tangente oj. et 
des tangentes menées pai' le point 6. Enfin, lorsque la droite cd 
s'applique sur oa, la limite du point c est le point de contact p 
de oa; celle du point d est îe point o. La courbe passe donc par 
les points de rencontre des droites ap, ob; et de même par celui 
des droites 69, oa. Noiilà connaissons ainsâ huit points du lieu. 

on donm Une ciÂi^ui ^ àMûo pmk fiéM M altt (mM, 
deux sommets d'un iriàfigk vàrîàbié glMni sûr àeU£ âfUtiëi 
fixes^ tandis que deux côtés tournent autour des points fixesy et 
que le sommet qu'its déterminent décrit la conique. Le troisième 
côté enveloppe une conique tangente aux deux droites fixBS* 

Nous laissons au lecteur le soin de déterminer six autres tan- 
gentes, d'après des positions particulières du sommet qui décrit 
la conique donnée. 

GONIQuis PÀSSaSiT par tiuÂTRE POINTS OU TANGENTES 
A QUATRE DROITES. 

87. — Les coniqtus qui passmt par quatre points /KBé* ifeïlf^ 
rûînêià kitr !)H« Ûmei flitb djéà potiiis ih iHmuHbii: 
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Soient a, 6, c, d les points fixes (fig. 48), a=o, p=o, y= o, 
8=aa+ ftp — Y= ^» ^®* équations des 
droites 6c, ad, aft, de. 
Soit encore 




(i) wia+wp— Y = « 

Fig. 48. 

l'équation de la droite fixe mm'. 
L'équation de la conique peut se mettre sous la forme 

(a) a^—k^ [aoL + ép — y) = o. 

En éUminant y entre les équations (i) et (2), nous obtien- 
drons une équation du second degré homogène entre <x et p» 
Elle se décomposera en deux autres 

« = *iP, « = *.?• 

qui seront celles des deux droites passant par le point d'inter- 
section des droites ad et ftc, et par les points d'intersection de 
mm' et de la conique. Il reste à faire voir que ces droites sont en 
involution. Or l'équation du second degré étant 

km{a — m}a* -f kn{b — n)p» + = 0, 

on en déduit 

kk -îîfcllîl 
m[a — m) 

Ce produit étant constant, les droites en question forment in- 
volution, et les droites a=o, ^=0, ou ftc, ad^ sont deux droites 
conjuguées. 

L'involution est définie par les données. Car deux côtés op- 
posés du quadrilatère coupent la sécante en deux points conju- 
gués et deux systèmes de deux points conjugués déterminent une 
involution. 

Les deux points doubles de l'involution sont les points de 
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contact de deux coniques tangentes à la droite mwl^ et passant 
par les quatre points. 

Corollaire. Par quatre points donnés, on peut faire passer 
deux coniques (réelles ou imaginaires) tangentes à une droite 
donnée. Les considérations précédentes permettent de construire 
les points de contact, d'après la théorie de Tinvolution. 

Théorème corrélatif. 

Les tangentes menées par un point fixe aux coniques tangentes 
à quatre droites fixes sont en involution. 

Les deux droites doubles sont les tangentes à deux coniques 
passant par le point fixe et tangentes aux quatre droites. 

Corollaire. On peut faire passer par un point donné deux 
coniques tangentes à quatre droites données. La construction 
résulte de ce qui précède. 

Théorème II. 

88. — V enveloppe des droites qui sont coupées harmoniquement 
par deux coniqu£s données est une conique. 

Rapportons la figure aux trois côtés du triangle dont les som- 
mets sont les pôles doubles du système des deux coniques. 
L'équation de Tune des coniques est de la forme 

A«« + B?» + Cf + aDpY + aE^a + aFap = o. 

Il faut exprimer que chaque sommet du triangle est le pôle du 
côté opposé. Or la polaire d'un point quelcongue (a',p',y) a pour 
équation 

Les coordonnées du point m où se rencontrent les axes a et ^ 
sont a' = o , p' = o. La polaire de ce point a donc pour équation 

6 
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f^ î=î 0. En identifiant cette équation avec y — ô j on obtient 

D = o, E=o, 

On trbuverait de même F p:: o« L'équation de la conique est donc, 
sironfttitG£=ii 



Aa«+Bp«4-T* = o 
n 

■ \ 







Soit pa + çP — Y = o 
l'équation de la sécante mo- 
bile. Si nous éliminons y 
\ entre ces deux équations, 
\y nous obtenons une équation 
,\ '^^ homogène du deuxième de- 
.^ \ gré qui représente les deux 
droites ma^ md (fig. 49)* 
Cette équation est 



Fig. 49. 



(1) 



(A +/>•)«• + (5+ !?*)?• 4- 2p?ap = o. 



On a de même, pour représenter les deux droites m6, mh\ Xk- 
quation analogue 

(a) (À' + pV+ (B' + ç*)p*-i- apH = 0, 

en observant que Féquatloii de la deutlème cbiiique est 

Exprimons que ces droites sont en involution; 
fc représentant la coordonnée d'une droite^ la condition^ pour 
que quatre droites soient harmoniques conjuguées, est 

ou 

2 \kji, + A.ft,) - {K + &,) {^, + A,) = 0. 
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Noua avttiis à rfethplâcet ici k^ et fti pat lés racines de Fé^jua- 
tion (ij et fc,; Jt^ par les racines de Féquatiôn (2): SI Tbii fait 
cette substitùtibil, ce ijtii bst très-simple, t)tiisiJtfori ti'a Beàbih 
que dfe la sôttilliè et du produit des racinesi il vieilt lidûr éqtiâ- 
tloil ëti coôrdonnêfes tadgeôtielles de la cdiirbe chteltliêë 

Cette équation étant du second degré, on voit que renvfelttt)pe 
cherchée est une Conique, et comme elle ne renferme que des 
termes carrés, chaque côté du triangle mnp est encore la po- 
laire du sommet opposé par rapport à cette conique. 

Corollaire. Quand Id droite nlbbilë pê&ké par l'un des points 
d'intersection des coniques, elle devient tangente en vertu de ce 
principe qile si, dans un système àe quatre points fbrinaht une pro- 
portion liàrmoniciiie, deux points vietinéiit à se corilbndre, il y en 
a tiëcëssairëment ûil tltjlàièttié qui èè Ctitifbtia avec bë^ aélii; Les 
tangentes menées aux coniques données par lèë pbintâ d'ititët- 
sectibtt sont donc des positions particuUèrfeâ de la drbite mbbile. 
Ces positions sont au nombre de huit, d'où ce théorèhlê : 

Si, aux quatre points d'iutersëctibii de dëtii toniqUëëj on 
mène des tangentes à ces courbeB, bn a huit drditëà qiti àOnt titti- 
geuteâ & tihë meiue bobiné. 

Vhéerème «orrélMIf^ 

Le iiisu êjsà j^oîntè â*oâ lès tangeht'eé inetiées à dèuk càîfiiiues 
fixes foii}i)snt uii paiêtehû harmonique est une c^iqûi. 

De ^lus; les huit pointa de cbntâct deâ qtiàtrè tàrigèiilës feotii- 
munes sont sur cette même conlIjUë; 

friiéorème IDL 

89, — Les polaires à' un point fixe 9 par rapport à toutes les 
càhiqués menées par quàlre points donnèiSi passèhï par un même 
point. 
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Soient S = o, S' = o, les équations de deux coniques parti- 
culières passant par les quatre points. L'équation générale de 
toutes les autres est S — kS' = o, k étant un paramètre arbi- 
traire. Soient maintenant a = o, a'=o, les polaires du point 
fixe par rapport aux coniques S et S'. L'équation de la polaire 
du même point par rapport à la conique S — kS' est a — fc a' = o; 
et Ton voit que toutes les droites représentées par cette équation 
passent par le point d'intersection des droites a = o , a' = o. 

Si l'on veut construire ce point, on peut prendre pour co- 
niques particulières deux des systèmes de droites passant par les 
quatre points. 

Théorème eorrélatlf. 

Les pôles d^une droite fixe par rapport à toutes les coniques 
tangentes à quatre droites fixes sont sur une même droite. 

Corollaire. En supposant que la droite s'éloigne à l'infini, 
on arrive à ce résultat , que : 

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère 
est une ligne droite. 

On a immédiatement trois points de cette droite en considérant 
les trois diagonales conmie limites d'ellipses inscrites; les mi- 
lieux de ces diagonales appartiennent à la droite. Gela démontre 
incidemment que les milieuix des trois diagonales d'un quadri- 
latère complet sont en ligne droite. 

Remarque. — Étant donnés un quadrilatère auquel différentes 
coniques sont circonscrites et le point fixe par rapport auquel 
on prend les polaires, le point par lequel passent toutes ces po- 
laires est son conjugué réciproque. 

nftéorème IV. 

dû. — On donne un quadrilatère auquel une série de coniques 
sont circonscrites et une droite sur laqmlle se meut un point : le 




PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SECTIONS CONIQUES. 85 

lieu du conjugué réciproque de ce point par rapport à deux quel- 
conques de ces coniques est^ une conique fixe. 

Soient a,6,c,d les sommets du quadriktère, M la droite don- 
née, p un point de cette droite, p' son conjugué (fig. 5o), 

Soient S et S' deux des 
coniques circonscrites au 
quadrilatère, r et « les 
pôles de la droite M par 
rapport à ces coniques. 
Les polaires ef du point p 
par rapport à s forment, 
lorsque ce point se dé- 
place, un faisceau passant 
Fig. 5», par le point r et ayant 

même rapport anharmonique que le système des positions corres- 
pondantes du point p. Il en est de même pour le faisceau des 
polaires gh par rapport à la conique S', qui toutes passent par le 
point. Donc ces deux faisceaux sont homographiques. Le lieu 
du point p' intersection de deux droites correspondantes dans 
les deux faisceaux est donc ime conique passant par les points r 
et s. — Il résulte de cette démonstration que tous les points tels 
que r et « se trouvent sur une même conique, d'où cet autre 
énoncé du théorème : 

Le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à toutes les co- 
niques passant par quatre points fixes est une conique. 

On a immédiatement trois points de cette conique, en pre- 
nant pour trois des coniques deux côtés opposés du quadrilatère, 
les deux autres côtés et les deux diagonales. Gomme le pôle d'une 
droite quelconque par rapport à un système de deux droites est 
l'intersection des deux droites, il en résulte que dans le pro- 
blème qui nous occupe, quelle que soit la position de la droite M, 
la conique dont il s'agit passe toujours par trois points fixes 
qui sont les points d'intersection des côtés opposés du quadri- 
latère et celui des diagonales. 
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Théorème corrélatif. 

Les polaires d'un poiM fixe par rapport aux coniques inscrites 
dans un quadrilatère fixe enveloppent une conique. 

CONIQUES TANGENTES A DEUX DROITES DONNÉES 
EN DEUX POINTS DONNÉS. 

Qi. — r Chercl^oqa réquation d'une conique tangente aux deux 
droite^ q == et p == 9 aux points où elles sont coupées par la 
droite y = Q. 

^a!C§ ^Vflqs trpuyé pqur l'équation générale des coniques cir- 
CfiBSPÔ^ k m quadf ^l^t^re 

«P — A-y^ = O. 

JS^n supposant qup Ips ppinfs d'interspctioq ^p $ ^yec oç et ft ^f^ 
ri^pprpçbeqt indéfipinRent des pointa çl'ii^tprseçtion de y ayop les 
iQ$ùnpsi ^çiites, pu Y<ût 9^? 1^ Qoqiqvie ^encl à devenir tangent^ 
à Qt pt ^ ftW^ pftipt? flp rencontre s^yqç -y, d'aille^r8f 8 tqpd vers y ; 
dOQP pp p^ksgant j^ 1^ ^mite, V^Quation ^e la cqnique clierf:;b^ 
e^t 

(i) «p — Anr*=o. 

En se donnftnt un point de la coyrbe, on détermine la cqn- 
stante k, donc un ppiiit suffit po^r achever de déterminer çe^te 
comgue. 

Bn coordonnées tangentieUes F équation (i)aepçore la mêmes 
signification; a = o, S=osoiit alors les équations des deux 
points de contact, y === P ^^^^^ ^^ point de concours des tan- 
gentes. 

L'équation (i) , en coordonnées homogènes se traduit ainsi : 

Tliéfirèiiie I. 

JU produit des distances d*un point quelconque d'une conique à 
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deux tangentes fixes est proportionnel au carré de la distance du 
même point à la corde dei ÇQntaçitf 

La même équation, en coordonnées tangenlielles, donne 
l'énoncé suivant, 

Théerème eorpélatlf. 

Le produit des distances de deux points de contact de deux tan- 
gentes fixes à une tangente mobile est proportionnel au carré de la 
distance du point ^intersection des deux tangentes fixes à la tan- 
gente rmUle. 

92. — - On, donne une conique et un point p, par ce point on 
Wkène une sicqnte qui cqupe Iq ccfnique en deux points a ets!. Si 
Ton prend un point o fixe 5t|f la commue, les droites o^, oa' for- 
ment involviion. 
Menons par le point p (fig. 5^) les 4^ux tangentes pc et pd. 
Les quatre droites cp^ ca^ cd et ca^ 
forment un faisceau harmpnîque; 
donc il en est de même des quî^trfi 
droites (^ joignent les points c, a, 
d, a' au point o, et par conséquent 
les droite^ oa et oa' forment involu- 
^ê- SI. tion. 

Les droites doubles sont oc et od. 

Théorème eovrélatif . 




Êfmt ^ç^néds ^ne çmqm wng droit? /îWi P^T <^MQ^^ poinf 
ÇÎ6 ]a 4voite on mène des tangptUfs à }a conique : elles dét^Wf- 
nent sur ui^ç tange:n{e fixe de$ points en ir^polifrton. 

Les points doubles sont les points d'intersection de la droite 
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Tliéorcme m. 

93. — Étant donnés une conique et un point fixes^ par ce point 
on mène un système de droites formant involulion; V enveloppe de 
la droite qui joint les points d'intersection de deux droites con-- 
juguées avec la conique est une coniqu^e. 

Soienta = o, p= o les équations des droites doubles ; les équa- 

tions de deux droites conjuguées 
sont cL=z±a^; représentons par 
a — mp= o , a — np= o , les tan- 
gentes réelles ou imaginaires menées 
à la conique proposée par le point 
donné p (fig. 62) , et par y = o la 
Fig. 5t. corde de contact, ou la polaire du 

point p. L'équation de laconique est alors 

(a — mp) (a — wP) -- frf* = o. 

Représentons la droite ba dont nous ciierchons l'enveloppe 
par 

P« + îP + nr = 0. 

Pour trouver les points d'intersection de cette droite et de la 
courbe, nous éliminerons y entre leurs équations ; il vient 

r\a — mp)(a — np) — k(p%+q^y = o. 

Cette équation homogène en a et p représente les droites pa 
et pb. Pour exprimer qu'elles forment une involution dont les 
droites a et p sont les droites doubles, il sufiit d'exprimer que 
le coefficient du terme en ap est nul. La condition est 

I m + n 
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Cette équation est celle du lieu en coordonnées tangentielles. 
On voit que ce lieu est une conique tangente aux droites repré- 
sentées dans le premier système par les équations a =o,j3 = o, 
suivantla droite y== o. On connait encore quatre autres tangentes à 
cette conique : ce sont les tangentes menées à la courbe don- 
née par les points où elle rencontre les droites doubles. 

On peut supposer, dans cette question, que le faisceau de 
droites en involution est formé par les diamètres conjugués d'une 
conique, ce qui permet d'énoncer le théorème sous une forme un 
peu différente. 

Tltéorème corrélatif. 

Étant donné sur une droite un système de points en involution, 
on mène par ces points des tangentes à une conique : le lieu des 
points d'intersection des tangentes correspondant à deux points 
conjvrgués est une conique. 

Cette conique passe par les points doubles d'involution et par 
les points de contact des tangentes menées des points doubles à 
la courbe proposée. Enfin elle passe aussi par les points d'inter- 
section des tangentes menées à cette courbe par le centre d'invo- 
lution avec les tangentes parallèles à la droite donnée. Nous 
avons ici dix points situés sur une même conique. Il en résulte 
un théorème qui peut s'énoncer sans qu'on fasse mention de la 
théorie de Tinvolution, et auquel nous ne nous arrêtons pas. 

Tltéorème IV. 

94. — Quand deux coniques sont inscrites dans un même 
anglCf il y a deux sécantes communes qui passent par le point 
d'intersection des cordes de contact. 

En effet, en retranchant membre à membre les équations des 
deux coniques, mises sous la forme 



OQ trowe pour le^ équations dfi deux des sécantes communes 



Y = ±8 



« 



et Ton voit que ces sécantes passent par le point d'întprsection 
des cordes de conctact y et 8. 
Corollaire. On peut établir une corresroondance entre le^ 




Fig. S3. 



Rpiflts dp pl^n pris fjçux à dpu:!f. ^ojent a, p, y les poordo|}pées 
d'un P#t fl (fîg' S^)- posions 



t' T? Ç? =ri rf y /(/ )p ' 



a' P' ^' gpnt les cqordonnées, relativement aux axes (j, p, 8, j^'un 
ppjnt a\ Il est sfîsé de voir, en tirant de nos relations les valeurs 
de a et de p, que si le point a est sur 1^ première courbe, le 
P(]in|; g' qst sur la seppndq. Gela a lieu quel que soit le signe 

donné à. l/ r? . On passe des points de la première courbe à ceux 
de la seconde par l'une ou Tautre de ces deux transformations. 
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p^signpnspvQ le'pofflt çle r^nppptre dqçt^gentpsipqflçtipflnes 
ot et p. ties pqints q^ a! sont sur uqe mêip^ 4^fljte ffl^flé^ p^ le 

a B 
point 0. Cela résulte de la relation -, = -^,. Ainsi menons par le 

pqjl^ljjupesécaptequi rencontrejapremière courbeei|aetap la se- 
conde en a' et a\. Au point a correspond le point a' ou le point a\^ 

suivant le signe qu'on donne i \/p; au point a^ correspondent 

respectivemeîit dans les mêmes cas a\ et a\ 

Par cette transformation, une droite donne une autre droite. 
Car l'équation 

«a -|" ** = ï 

devient 

Deux droites correspondantes se coupent sur Tune des droites 

c'est-à-dire sur l'une des sécaptqg communes dont on a parlé. 

Si donc on mène deux sécantes oûj o6, les cordes 6a, Va' se 
coupent sur Tune des droites d'inter^ectioii w^ ç|es deux poiiir 
ques; fljftj, a\b\ se coupent sur la mênae (^roite pin. Mais Igs 
cordes ab et a\b\ , afi^ et a-b' se çpwpqnt sur l'Wfr? d^g 4eW 
sécantes communes en question, n*V. 

En faisant tendre le point b yersi le point d» on ypit que le 
même théorème s'étend aux tapgentes ç>îi a, a!, a^, a'^ : elleq 
doivent se couper sur mn ou sur wV, 

ProMème I* 

05. _ Construire une cqnique; doi^ton connaît éieux, tang^^es 
et iroîs pointsî. 



IV. 
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On peut tirer parti de ce corollaire pour construire une conique 
dont on connaît deux tangentes et trois points oul)ien trois tan- 
gentes et deux points. 

Soient oa, o^ les deux tangentes, a, 6, c les points donnés 
(fig. 54) , je décris un cercle quelconque tangent aux deux droites 




<>^-\t 



/ // /Ib' 7^6 



Fig. 54. 



données. Je mène les droites oa^ 06 , oc qui coupent le cercle 
en a'\ b'\ c" : les droites ac^ a"c'\ et les droites 6c, b"c" se cou- 
pent sur l'une des sécantes communes et la déterminent. On ob- 
tient ainsi les deux points p et p' d'intersection du cercle avec la 
conique cherchée. En considérant les autres points d'intersec- 
tion a', 6', c' des droites oa^ 06, oc avec le cercle, on construit 
de même la deuxième corde commune, et par suite deux nou- 
veaux points de la courbe cherchée. Ces deux sécantes com- 
munes sont réelles, mais les points d'intersection qu'elles joi- 
gnent peuvent être réels ou imaginaires. 

Nous sommes en état maintenant de construire un point 
quelconque de la courbe et la tangente en ce point. On prend 
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pour cela un point d" sur le cercle, on mène od": soit d le point 
où elle rencontre la courbe. Les droites c'^d" et cd coupent pp' 
au même point. 

Pour construire la tangente en d, il suffit d'observer que les 
tangentes en d et d' coupent pp' au même point. 

Le point de contact r de la conique cherchée avec la droite oa 
se détermine de même par cette considération que les droites 
menées de deux points correspondants des deux courbes aux 
points de contact r et r' se coupent sur pp'. 

Cherchons maintenant combien le problème admet de solu- 
tions. On peut faire correspondre les points a, 6, c soit avec 
a\ 6', c\ soit avec a!\ V\ c", et il se présente huit combinaisons 
différentes. Mais ces combinaisons donnent deux à deux la même 
'solution. Car si Ton prend, par exemple, la combinaison a'b"c'\ 
on sera conduit à considérer pour la même solution la combi- 
naison a"6V . En sorte qu'il n'y a en réalité que quatre solutions 
distinctes. 

Théorème corrélutlf. 

Lorsque deux coniques ont deux points communs^ les points 
d* intersection des tangentes menées à chaque conique par ces 
points , et ceux de deux couples de tangentes communes sont en 
ligne droite. 

Déplus, si par deux points de la sécante commune on mène 
deux tangentes à Tune des coniques et deux tangentes à l'autre, 
le point de rencontre des deux premières tangentes et celui des 
deux autres sont sur une droite qui passe par le point d'inter- 
section de deux tangentes communes. 

Comme cas limite, si par un seul point de la sécante com- 
mune on mène une tangente à chaque conique, les points de con- 
tact sont en ligne droite avec l'un des points de concours des 
tangentes communes. Cette dernière conséquence a déjà figuré 
parmi les corollaires du théorème direct. 
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I^i^olilèiiie il. 

96: — CohÉituire mé conique dont on connatt trois tangentes 
et deux points. 

Là sblutioti de ce problème se déduit du théorème précédent, 
fcOmttife cfeUë du pt-bblèmë I se déduit du théorème IV^ Oh dé- 
crit tih cercle quelconque passant par les deux points donnés. 
Puis, d'après le théorème précédent, on construit aisément deux 
tangentes communes, les points de contact des tangentes don- 
nées, une tangente quelconque avec son point de contact. 

Ce problème, fcohlme le pf écédent, admet quatre solutions. 

At^PLiCAtiOl^ BÉâ CONâtRC(:tlONS PÎiÉCilDENtEà A LÀ I^ÂllABÔLte. 

97. — Nous satons niaintenant construire une Sectiôil conique 
déterminée par cinq conditions, quand ces conditions sont des 
points de la courbe ou des tangentes. Au moyen des polaires 
réciproques, on pêûl ïiiJnslrUîre ùtië tiàtâtole déterminée par 
des conditions de ce genre au nombre de quatre. En effet, la 
pblaii-e réciproque d'iiiie parabole est une conique passant par 
le centre de la com-be directrice. Ainsi là polaire réciproque de 
la parabole demandée est déièrmihée par cinq points ou tan- 
gentes faciles à construire si l'on prend, par exemple, lin 
cercle pour cburbè directrice, bn trouvera donc autant dé con- 
ditlbiis iioiivéilès qu'on voudra pour cette com'bé polaire rëcî- 
prbqiiè, et on eu déduira aisément les conditions correspon- 
dantes pbiir là parabole. Entre autres, on trouvera la direction 
de l'axe par la considération suivante. Là pblairé rëciprbquë 
passant par le centre du cercle directeur, menons par ce point 
ûiië tangente k cette courbe. A cette tangente correspond sur la 
cbiirbë cherchée iiri point à l'îhfenî dans là direction perpëiidîcii- 
iàîrë. Cette directloti est celle dé Taxé, tjuàrid m là possédé, oh 
applique, en les simplifiant, les théorèmes de Pascal et de 
Brianchon et leurs corollaires : la simplification tient à ce qu'on 
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liëtit, dànâ le feâ^ de là |jlltaJ}Ble, éiipjidser ^Ue Tiiii dëà fcôtës de 
rhexàgoiië inscrit, bti de l'hexa^tine tircbnècfit, se Itàtisportë I 
riiifinî; Ôti âùrâ pàf là deë coiistriiclionâ éirtipiés dé la courbe 
jiar pbiiits. 

Tltéorème V* 

&8. — i^uanà îeux coniquss ont même foyers si par ce point on 
mène deux sécantes, et qu*on joigne pair des droites les points où 
ces detAX sécantes rencontrent chaque courbe^ ces droites se cou-- 
pent sur une sécarUe commune. 

Ce théorème est ime conséquence du tliéorème sur les coni- 
ques inscrites dans un même angle. En effet, deux coniques 
ayant un foyer commun peuvent être considérées comme étant 
toutes deux tangentes à deux droites imaginaires. Les équations 
de ces coniques sont 

a?* + y' = *ïS 

On peut les écrire ainsi : 

{y + x s/^^) (y — a? v^— 1 ) = *tS 
(y + x^^) (y — a? v'^) = AS». 

On voit que les deux courbes sont tangentes aux droites 

y + x^f^ =± 6, 
p — ùi\^^bi 

irespcctivement suivant les droites y = o et S = o, qui sont les 
directrices. 

De même si par ce foyer on mène une sécante « et qu'àtix 
points où elle rencontre chacune des courbes on mène des tan- 
gentes, ces tabgentes se coupent encore par une sécante com- 
mune. 
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11 faut observer que cette sécante commune peut joindre des 
points d'intersection réels ou imaginaires des deux courbes. 

Remarque. Transformons ce théorème par la méthode des 
polaires réciproques, en prenant pour courbe directrice un 
cercle décrit du foyer commun comme centre. Nous arrivons à 
cet énoncé de géométrie élémentaire. Étant donnés deux cer- 
cles, si on leur mène à chacun deux tangentes parallèles à deux 
directions différentes, les points d'intersection des tangentes me- 
nées à chaque cercle sont sur une droite passant par Fun des 
centres de similitude. 

En partant de ce dernier énoncé, et le transformant par la 
méthode des polaires réciproques, on a du théorème précé- 
dent une démonstration affranchie de la considération des 
imaginaires. 

CONIQUES AYANT UN POUBLE CONTACT. 

99. — On dit que deux coniques ont un double contact lors- 
qu'elles se touchent en deux points, et la droite qui joint les 
points de contact s'appelle la corde de contact. 

Tltéorème I» 

100. — Lorsque deux coniqures ont un double contact avec une 
atUre conique, deux des cordes communes se coupent au point 
d'intersection des cordes de contact. 

Soit S = o l'équation de la première conique ; les équations 
des deux autres sont, si l'on désigne par y = o et i'=^ ^^^ 
cordes de contact : 

S — Ay' = o, s — AY' = o. 
Deux sécantes communes ont pour équations : 

Ay«— iY* = o ou y = ±t'\/p 
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On reconnaît que ces droites passent par le point d'intersec- 
tion de Y=o et y'=o, et de plus qu'elles forment avec elles 
un faisceau harmonique dont elles sont deux droites conjuguées. 

Tltéorème corrélatif. 

Étant données deux coniques S^ et S, doublement tangentes 
à une troisième conique S, le point de rencontre des tangentes 
communes aux courbes S et S^^ celui des tangentes communes 
aux courbes SetS^, et deux sommets du quadrilatère circonscrit 
aux deux courbes S^ et S,, sont en ligne droite. De plus ^ ces 
quatre points forment une proportion harmonique. 

Tltéorème II. 

101. — Étant donnés une conique et deux points fixes, on con- 
sidère les diverses coniques passant par ces deux points , et doti- 
blement tangetites à la conique donnée : toutes les cordes de con-- 
tact se coupent en un même point situé sur la droite qui joint les 
points fixes. 

Car, d'après le théorème précédent, deux cordes de contact 
quelconques doivent se couper au même point que les cordes 
communes, et par suite sur la droite des points fixes. 

Tltéorème eorrélatif. 

Étant données une conique et deux droites fixes, on considère 
les diverses coniques tangentes à ces deux droites, et doublement 
tangentes à la conique donnée : les points d'intersection des tan^ 
gentes communes à ces diverses coniques et à la proposée sont sur 
une droite qui passe par le point de rencontre des droites fixes. 

Tltéorème m. 

102. — Étant données trois coniques doublement tangentes à 

7 
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une quatrième^ les six cordes communes qui se çoupeni sur les 
droites de contdct passent trois à trois par un mime points 

Soit S = o l'équation de la quatrième conique* Celles des au- 
tres sont de la forme 

S — fcY' = o, S — ifc'Y'*=o, S — AY' = o; 

et les équations des six cordes communes sont : 



10 


T = ±^ 


/l^ 


w 


T = ±V 


/?- 


(3) 


i-^^S 


r^f- 



On peut former quatre comirniaisons de trois droites paëSânt 
par un même point, en prenant trois signes 4- 9 ^^ ^^^^ ^^^ 
gnes — et un signe -f * 

Tliéorèiiie «orrélatif. 

On donne trois coniques doublement tangentes i une qua^ 
trième^ les tangentes communes se coupeni trois à Iroîi $ur mn$ 
même droite* 



103. — Un triangle étant inscrit dans une conique^ si deùcô 

côtés sont tangenU à d£ues ûour^ 
be$ données la troisième en^e^ 
-^' loppe WM courie ieUe que k$ 
droites qui joignent les eommetê 
du triangle^ dans une de ses po^ 
êitionêk aux points de contact 
des côtés opposés se coupent au 
mimepomt. 
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Considérons en effet deux positions abc, a'b'c* (fig. 55) du 
triangle, ce qui .nous fournit l'hexagone inscrit acha'c'V. Il ré- 
sulte inunédiatement du théorème de Pascal que le point de ren- 
contre p des deux côtés opposés 6a' et Va se trouve 9ur la 
droite mn qui joint ies points de rencontre des autres côtés op- 
posés. 

Soit p^ le conjugué harmonique de p par rapport à a et 6'; 
ce point est évidemment la limite du point p, intersection des 
côtés ha et Va', Or on sait que si Ton joint ap, , am, 6'n, ces 
trois droites se coupent en un même point. Donc il en est de 
même à la limite, c'est-à-dire quand les points mnp^ sont de- 
venus les points de contact. 

Cette propriété nous permet de trouver le point de contact 
de àb avec son enveloppe, connaissant les points de contact cor- 
respondants des droites ac et bc avec les courbes fixes. 

Remarque. La droite qui joint le point de rencontre des tan- 
gentes à la conique en a et 6 au point de contact de ab avec 
son enveloppe est la polaire du point p; il m résulte que les 
trois droites analogues se ooiipent au même poiot » car m vertu 
du théorème de Pascal, les trois points p sont en ligne droite. 

Tltéorème corrélatif. 

Étant donné un triangle cireonscrii à une conique ^ $i deux 
sommets décrivent deux courbes fixes, le troisième décrit une 
courbe telle que les points de rencontre des tangentes à ces trois 
courbes en trois points correspondants^ avec les côtés opposés du 
triangle, sont en ligne droite. 

Gela permet de construire la tangente à la troisième courbe 
en un point quelconque. 

Remarque. Les points de rencontre des mêmes tangentes 
avec les côtés du triangle inscrit correspondant sont aussi en 
ligne droite; 
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Tliéorèiiie T. 

104. — Un triangle variable étant inscrit dans une conique, si 
deux de ses côtés passent par deux points fixes, le troisième en- 
veloppe une conique doublement tangente à la proposée suivant 
la droite qui joint les points fixes. 
Menons la droite ab qui joint les points fixes, et par les points 
où elle rencontre la conique, menons 
les tangentes à cette courbe (fig. 56). 
Soient a=o, p=o et 7 = les équa- 
tions de ces tangentes et de la droite 
des contacts ab. 
L'équation de la conique est 

ap — Ay« = o. 

Cherchons maintenant Téquation de la droite cd. Les coor- 
données des points a et 6 sont définies par les relations 




pour le point a, et 



Y = o, p — aoL =2 



Y=:o, p — éa = o 



pour le point 6. De même celles des points c, d, e, qui doivent 
satisfsdre à l'équation de la conique, sont données respective- 
ment par des relations de la forme 



a — rwY = o , 
a — nY =0, 
a — ov = Oa 



m 

p — - Y = o. 
P 
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Gela posé, Téquation de ce est de la forme 



i-mt + x(p-^f^ = o. 



puisque cette équation représente une droite passant par le 
point c, et on déterminera X en exprimant qu'elle passe par le 
point e, ce qui donne : 






L'équation de ce est donc 



'' + ^^''^^ + P)'^ = ^' 



On trouve de même pour de et cd 

. tnn . , , , 
a + — p-(»i + n)Y = o. 

Exprimons que ce passe par le point a, et de par le point b, 
il vient ; 



d'où 



k k 



k* , k{a + b) 

Win = -7— r , ?w + n =: — ; . 

abp* aop 



Portant ces valeurs dans l'équation de cd, il vient : 
abp^ct + *P + *P(<* + ^)ï = <>• 

Pour trouver l'équation de l'enveloppe de cette droite en coor- 
données tangentielles, il nous suffit maintenant de l'identifier 
avec l'équation 
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et entre les relations obtenues, d'éliminer p, on a 



'^P =~r, et 



A:(a + ô)"" ' P(û + *) 

d'où: 

ab __ 

L'enveloppe cherchée est donc une conique ayant un double 
contact avec la conique proposée, et la corde de contact est la 
droite qui joint les points fixes. 

Théorème con^latif. 

Un triangle étant circonscrit à une coniqv^^ si deux de ses 
sommets se meuvent sur deux droites fixes j le troisième décrit une 
conique doublement tangente à la conique donnée. La corde de 
contact est la polaire du point d'intersection des deux droites 
\données. 

Nous pouvons généraliser le résultat que nous vendus de 

trouver, en remplaçant les deux points fixes par deux coniques 

doublement tangentes à la proposée, que deux côtés des triangles 

seront astreints à toucher. 

Soient en effet o (fig. 57) le point d'intersection deç cordes 

de contact, et abe une posi- 
tion du triangle; menons la 
droite oa qui rencontre la 
courbe en di et la droite db 
qui rencontre la corde de 
contact mn en p. . 

.^^^^ ^ Le point p est fixe, d'aprèsla 

Pig 57, réciproque du théorème précé- 

dent; il en est de même du point q déterminé par l'intersection 
de cd et de l'autre corde de contact. Donc le triangle bcd qui est 
inscrit dans la conique a deux de ses côtés passant par deux 
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points fixes p et g. Il en résulte, d'après le théorème précédent, 
que le troisième côté bc enveloppe une conique doublement tan- 
gente à la proposée, avec la droite pg pour corde de contact. On 
sait d'ailleurs déterminer le point de contact. 

On peut enfin étendre ce résultat à un polygone d'un nombre 
quelconque n de côtés, dont n — i côtés sont tangents à n — i 
coniques doublement tangentes à la proposée. Le n* côté enve- 
loppe une conique qui est aussi doublement tangente à cette co- 
nique, 

C^r si on décomposa lô pQlygQX)§ w tringles par toutes les 
diago^ales issues d'u» âe$ commets; correspond^mtiî w côté 
libre, on peut appliquer le théorème k chacun de ces triangles 
successivement et arriver ainsi jusqu'au côté libre. 

On a donc le théorème suivant ; 

Vfeiéorème VI« 

106. -N* Vn polygone de n cùti$ est inscrit dans une conique et 
n-*-*- 1 de ses côtés sont tangents à d«^ i coniques doublement tan- 
gentes à la première : le n* côté enveloppe une conique qui est 
aussi doublement tangente à cette conique. 

yhéorème eorrélatif . 

Un polygone de n côtés est circonscrit à une conique et n — t 
sommets décrivait n — i coniques doublement tangentes à la pre- 
mière^ le n' sommet décrit également une coniqtM qui lui est elou- 
blement tangente. 

Remarque. Dans le théorème direct, si quelques-unes des co- 
niques deviennent un système de deux droites, ce système de 
deux droites peut être remplacé par leur point d'intersection , 
parce que toutes les droites qui passent par ce point peuvent 
être regardées comme des tangentes au système. 

On peut donc remplacer un nombre quelconque des coniques 
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doublement tangentes par autant de points fixes, et dans le théo- 
rème corrélatif par des droites fixes. 

Il peut en être de même pour la n* conique, c'est-à-dire que 
dans le théorème direct, cette conique peut se réduire à un point 
quelconque du plan, et dans le théorème corrélatif à une droite 
quelconque. 

Théorème mSM» 

106. — Les droites qui joignent deux à deux les points dUnter- 
section de deux tangentes à une conique avec une autre coniqi^ , 
sont tangentes à une même conique passant par les points com-^ 
muns aux deux premières. 
Les tangentes ab et a'b' à la conique S' coupent la conique S aux 
points a, &, o', V (fig. 58) , je dis que les 
droites aV et 6a', par exemple, sont tan- 
Jw gentes à une conique passant par les 
points m, n, p, g, où se coupent les 
deux coniques, et que les points de con- 
tact se trouvent en r et s sur la corde de 
contact correspondante aux deux tangen- 
tes ab et a'b'. 

Fig. 58. Soient en effet a=o, p=o les équa- 

tions de aft et a'6'; a'=o, P'=o celles de ab' et 6a'; l'équa- 
tion de la conique S est de la forme 

ap — fca'p' = 0, 

et celle de la conique S', si Ton désigne par y=o l'équation de 
la corde de contact, est 

ap — kY = o. 
L'équation 

obtenue en retranchant membre à membre représente une co- 
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nique passant par les points m, n, p, q. On reconnaît que cette 
conique est tangente aux droites a'=o et P'=o, aux points où 
elles sont coupées par la droite y=o, ce qui démontre la pro- 
position. 

On verrait facilement qu'il en est de même pour les droites 
obtenues en joignant d'une autre manière les points d'intersec- 
tion deux à deux* 

Remarque. Les six points de contact analogues kr ets sont en 
ligne droite. 

Théorème corrélatif. 

Par deux points quelconques pris sur une conique^ on mène 
deux couples de tangentes à une deuxième conique : les points 
d'intersection de ces tangentes deux à deux sont sur une mime co- 
nique tangente à ces quatre droites. 

Remarque. Les six tangentes menées par les points d'intersec- 
tion se coupent au même point. 

Théorème VllI. 

107. — Étant données trois coniques S, S,, S, passant par 
quatre points communs^ un triangle est inscrit dans S, et deux de 

ses côtés sont tangents Vun à S^, 
Vautre à S, : le troisième enveloppe 
une conique passant par les points 
communs avrX premières. 

Considérons deux positions abc 

et aWde ce triangle (fig. Sg). 

D'après le théorème précédent, 

les droites aa\ bV sont tangen-, 

tes à une même conique qui passe 

par les quatre points communs m, 

^'^^' n, p, q. Il en est de même pour 

c& : car ce' est tangente à la même conique que bb'j et par suite 

que aa'. 
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Donc, en vertu du même théorème, acet a^c^ sont tangentes à 
une conique qui passe par les quatre points m, n, p, q, 
Ge théorème peut se généraliser de la manière suivante : 

niéorème IX. 

108. — Un polygone de n càtès est inscrit danê une eoniqtk^t 
et D«^i de ses côtés sont tangents à n*^ i coniques fixes passant 
par quatre points de la première : le n' côté enveloppe une aa*' 
nique passant par les mêmes points. 

Car si Ton décompose le polygone en triangles par toutes les 
diagonales issues d'une extrémité du côté libre, on démontre de 
proche en proche, d'après le théorème précédent, que toutes 
ces diagonales et par suite le n* côté enveloppent une conique 
passant par les points communs aux coniques donné^^i 

Théorème ^^rrébMt* 

On an coniques tangentes à quatre droites données. Un poly- 
gone de n côtés est circonscrit à la première et à n — i de ses 
sommets sur les n^-*- 1 autres : le n* sommée déerit une conique 
tangente aux mêmes droites^ 

RfiMARQUB. Il résulte de là que dans le cas particulier où les 
n^^i coniques se confondent, si l'on cherche la condition pour 
que le n"" cdté soit tangent à la même conique que les autres, ou 
pour que le n* sommet décrive la même conique que les autres, 
cette condition sera indépendante de la position du polygone. 

CAS DES COmqVCa HOMOTHiriQUES. 

Si deux coniques sont bomothétiques, on sait que les termes 
du deuxième degré sont proportionnels. Considérons deux co- 
niques circonscrites à un même quadrilatère, leurs équations 
sont ; 

aP — iyS == o 
ap — A:»y5 == o. 
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Or les termes du deuxième degré ne peuvent être propor- 
tionnels que si Y ou S est une constante, c'est-à-dire si l'un des 
côtés du quadrilatère s'éloigne ^ l'infmi. 

Deux coniques homothétiques peuvent donc être considérées 
comme ayant deux points communs à l'infini. 

En appliquant aux coniques homothétiques le théorème pré- 
cédent, on obtient l'énoncé qui suit ; 

9 

109. -^ Étant iomées n coniqws homothétiqMê paêtant par 
deux points fixes^ si un polygone de n côtés est inscrit dans Vune 
et que n — i de ses côtés enveloppent respectivement lesn — i au- 
tr^s^ le n* côté enveloppe une conique passant par les dmx points 
fixes et homothétiques avec les autres. 

Comme cas particulier, ce théorème s'applique à dçs cercles 
ayant même axe radical, 

110. — Trouver Venveloppe de là polaire d'tm point fixe pur 
rapport aux diverses coniques qui passent par trois points donnés 
et qui sont tangentes à une droite donnée. 

Soient a=o, p=o, y=o les équations des trois côtés du 
triangle formé par les points donnés, et y = ma + np l'é- 
quation de la tangente fixe. L'équation générale des coniques 
qui passent par les points donnés est 

et en exprimant que la droite y^m^ + nP est tangenti à cette 
conique 9 on arrive i l'équation de condition auivaxitei entre r 
et s, 

',(a) {mr — nsf + i + a(mr + rw) = o. 
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Or, nous avons vu (n* 66) que l'équation de la polaire du 
point qui a pour coordonnées a', p', y'» ®st 

ce qui, dans le cas actuel, nous fournit l'équation 

«'{«Y + P) + P'(n + «) + i{r? + ««) = , 

OU, si Ton met r et s en facteurs communs et que Ton pose 

P'Y + ï'P = A, «'y + y'« = B, a'p + p'a = G, 
(3) Ar + B* + C = o. 

Pour trouver l'enveloppe de cette droite, nous suivrons la 
méthode indiquée en géométrie analytique : nous éliminerons 
r et 5 entre l'équation (2) , l'équation (3) et l'équation qu'on 
obtient en écrivant que les dérivées partielles par rapport à r 
et à 5 du premier membre de l'équation (2) sont proportion- 
nelles à celles du premier membre de l'équation (5) prises par 
rapport aux mêmes variables r et 5. 

Cette élimination nous conduit à l'équation suivante : 

AB — C(An4-Bm) = o, 

équation qui représente une conique, puisque A, B et G sont du 
premier degré par rapport aux variables a, p et y. 

On voit, sur l'équation même , que cette conique passe par 
les points d'intersection des droites A=o et B=o, A=o et 
G = o, B=oetG=o, c'est-à-dire par trois points fixes, indé- 
pendants de la position de la tangente fixe. De là ce théorème ; 

renvehppe de la polaire d'un point fixe par rapport aux di- 
verses coniques qui passent par trois points fixes et qui sont tan- 
gentes à une même droite est une conique passant par trois points 
fixes. 
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Le théorème corrélatif peut être énoncé de la manière sui- 
vante: 

Le lieu des pôles d*une droite fixe par rapport à toutes les 
coniques inscrites dans un triangle donné et passant par un point 
donné est une conique tangente à trois droites fixeSj cUst-à-dire 
à trois droites dont la position ne dépend pas de celle du point 
donné. 

Problème. 

111. — Étant donnés deux triangles polaires réciproques par 
rapport à une même section conique. 

1*" Démontrer que les points d^ intersection des côtés homologues 
des detix triangles sont en ligne droite; 

2'' Trouver Venveloppe de cette droite qv^nd Vun des triangles 
est fixe et qu'on prend le triangle polaire réciproque par rapport 
aux diverses coniques qui touchent deux droites données en deux 
points donnés. 

1** Soient a=o, P=o, y = o les équations des côtés de 
l'un des triangles, et 

Aa« + AT + A Y + 2BPy + aB'Ya + 2B"ap = o 

l'équation delà conique; le côté du second triangle homologue 
de celui du premier qui a pour équation y=o est la polaire 
du point d'intersection des droites a=o et p=o; par consé^. 
quent, il a pour équation 

A''Y + Bp + B'a = o. 

L'intersection de cette droite avec la droite y=o peut se 
représenter par le système d'équations 

jp + B'a = o 
ir = o 



ilO tivaij I. — ciup, lY. 

ou bïm p&r le eyatème équivalent 

B + B' + g^-'' 
( Y ==*<>• 

Or, la droite représentée par h première de ces équations 
passe par le point d'intersection de la droite y==o du premier 
triangle avec la droite homologue du second; et à cause de la 
symétrie de son équation, il eêt évident qu'elle passe aussi par 
les points d'intersection des droites a = o et p = o du premier 
triangle avee leâ droites homologues du second. 

s"* Considérons maintenant une section conique variable tan* 
geate à deux droites uses &x deux points donnés; prenons, par 
rapport à cette conique, le triangle polaire réciproque d'un 
triangle fixe, et cherchons l'enveloppe de la droite sur laquelle 
se trouvent les points d'intersection des Côtés homologues des 
deux triangles» 

Les deux droites fixes tangentes à la conique ayant pour 
équations 

a* + é(3 + CY == Oj 
a'a + é'P + c'Y = o, 

et la droite des contacts 

l*équàtiôft dfe la cotiîque vàriàhlé Sefa, si Ton désigrte par k ufl 
paramètre arbitraire, 

(aa + ép + (rt){a'a + 6'p + e/y) - k{a"d + *''? + c^'y)' = o. 

Si maititënant M développe le premier membra de «î8tte 
(juation et qu'on appliqué h formule 

B^B'^B""" ' 
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on trouve pour équation de la droite dont on cherche l'enve- 
loppe 

6t |) Y 

fc' + eôW*éV '^ ca' + ac^-^ kc^'h" "^ «*'+ 6fl'— Aa'V "^ ^* 

Pour obtçnir^en coordonnées tangentielles, l'équation de cette 
envdoppe» posons 

p[y + cV — A6 V) = q(cci + ac' — kcf'a") = r[aV + éo' ^ Aa^'b") , 

et éliminons fc entre tes defnîèreà équatîoiîs. Nous trouvons ainsi, 
pour êquatiofi de la cout*be-eîiveloppe , 

a" [</\aV + bd) — b^eai + iw')] ?r 

+ c" [*''{ca'+ «c') — «''{&/ + €b']-\pq 

Cette équation représente une section conique. Gomme elle 
est satisfaite lorsque deux quelconques des variables p, g, r sont 
nulles, cette conique est tangente aux trois droites qui ont 
pour coordonnées tangentielles 

c'est-à-dire euk droites représentées en coardomié$8 reaUUgitef 
par les équations 

«==d> p = o^ T^o, 

droites qui ne sont autre chose que les côtés du triangle fixe* 
Gomme cette même équation est encore satisfeite lorqu on a si- 
multanément 

P = q!\ q = b\ q = c\ 

cette conique est tangente à la droite qui a pour équation 
fc'est-à-dîre à la droite des contacts. 
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La géométrie montre simplement que la courbe cherchée est 
tangente aux côtés du triangle. En effet, soit abc (fig. 60) le 
triangle donné. L'équation de la conique 
directrice contenant un paramètre arbi- 
traire, on peut disposer de ce paramètre 
de manière que la polaire A' du point a, 
par exemple, passe par le point b. Alors 
les deux polaires A' et C coupant leurs 
droites homologues sur la droite aft, la 
troisième polaire coupe aussi son homolo- 
Fig. 60. gue sur cette droite a6, et par conséquent 

cette droite est une position particulière de la droite mobile 
qui enveloppe la conique considérée. 

La géométrie montre encore, aussi facilement, que la droite 
des contacts est tangente à la conique-enveloppe. Pour le voir, 
il suffît de remarquer que lorsque la conique directrice se réduit 
à une ellipse dont le petit axe est nul, elle se confond avec la 
droite des contacts et que, dans ce cas, les polaires des som- 
mets du triangle donné se confondent aussi avec cette même 
droite. 

Jusqu'ici nous n'avons fait connaître que quatre tangentes de 
la conique-enveloppe : il est aisé d'en trouver une cinquième 
qui achève de déterminer cette conique. 11 suffit pour cela de 
considérer le cas où la conique directrice se réduit aux deux 
tangentes données. Alors les polaires des sommets du triangle 
donné passent par le point de rencontre de ces tangentes, il est 
facile de les construire, et, par suite, d'obtenir une position 
particulière de la droite mobile qui enveloppe la conique. 
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aomoeraplUe. 



112. On dit que deux figures sont homographiques lorsqu'à 
un point de Tune des figures correspond un point de l'autre, et à 
une droite une droite. 

Appelons x, y, s les coordonnées rectilignes homogènes d'un 
point quelconque de la première figure, x\ j/, z' celles du point 
homologue de la seconde^ on peut regarder x\ y\ j&' comme 
proportionnelles à des fonctions homogènes de x, y, z. Pour qu'à 
une droite quelconque 

de la seconde figure corresponde une droite de la première, il 
est nécessaire que x\ y\ s' soient proportionnelles à des poly- 
nômes entiers homogènes du premier degré en Xj y, z. Ainsi 
les formules de transformation sont de la forme 

.^ 1 •• — („ 



ox-f-éy-fcz a^x•^^b^y-jrc,z a^-i-bjf+c^' 

8 
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Si on les résout par rapport à a?, y, z, on obtient des formules 
inverses de la même forme 



y 



5 (a) 



d'où Ton conclut que réciproquement à toute droite de la pre- 
mière figure correspond une droite dans la seconde. 

Quand trois points sont en ligne droite dans Time des figures, 
les trois points homologues sont aussi en ligne droite dans l'autre 
figure. Quand trois droites passent par un même point dans 
Tune des figures, les trois droites homologues passent aussi par 
un même point dans l'autre figure. 

A l'infini de la première figure correspond dans la seconde 
figure la droite T qui a pour équation 

De même, à l'infini de la seconde figure correspond dans la pre- 
mière figure la droite I représentée par l'équation 

Quand des droites dans la première figure se coupent sur la 
droite I, ces droites deviennent parallèles dans la seconde figure. 

A une courbe donnée correspond une courbe du même degré 
et de la môme classe. Le degré se conserve; ceci résulte de la 
forme des relations (i) et (2)* La classe se conserve aussi, car 
à une tangente correspond une tangente. En particulier, à une 
conique correspond une conique. 

Ainsi les propriétés purement descriptives d'une figure sub- 
atetent dans la figure homographique. 

lis. — Supposons que Ton rapporte la première figure à un 
triangle quelconque et la seconde au triangle correspondant. 
Appelons a, p, y les coordonnées d'un point quelconque de la 
première figure pàx rapport au premier triangle, a', p', y celles 
du point homologue de la seconde figure par rapport à la se- 
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conde figure; les formules de transformation se réduiront à la 
forme simple 

car aux droites a=o, P = o, y = o doivent correspondre res- 
pectivement les droites a'=±:Ot P' = o, y' = o. 

Théorème. 

114. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui des quatre points homographiques. 

Soient en effet a, b, c^d quatre points en ligne droite dans 
la première figure, a', 6', c\ d' les quatre points homogra- 
phiques (fig. 61). Je prends dans la première figure un point 
quelconque o et je le joins aux quatre 
points a, 6, c, d. Je joins de même le 
point homographique o' aux quatre points 
a\ b\ c\ d'. Je rapporte la première 
figure au triangle aob^ la seconde au 
triangle correspondant aVô'. Le rapport 
Fig. 61. anharmonique des points dans chaque 

figure égale celui des faisceaux. Or les droites oc^od ont respec- 
tivement pour équations 

et le rapport anharmonique du faisceau partant de o est r- . 

— D'un autre côté, les droites oc\ oi' sont représentées par les 
équations : 

aoi' _ A6p' = 0, ûa' — k,b^' = 0, 
obtenues au moyen des formules de transformation (3). Le rap- 
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port anharmonique du faisceau partant de o' est donc aussi -^ , ce 
qui démontre le théorème. 

Corollaire. — Le rapport anharmonique de quatre droites 
partant d'un même point est le même que celui des quatre droites 
homographiques. 

En effet, si on mène deux sécantes homographiques, les points 
d'intersection avec chacun des faisceaux sont aussi homogra- 
phiques; leurs rapports anharmoniques, et par conséquent ceux 
des quatre droites sont égaux. 

Ainsi les propriétés métriques de la première figure qui s'ex- 
priment par des relations entre des rapports homographiques 
subsistent dans la seconde figure. 

115. — Les formules de transformation (i) ou (2) renferment 
huit constantes arbitraires. Il en résulte qu'à quatre points ou à 
quatre droites, pris à volonté dans l'une des figures, on peut faire 
correspondre quatre points ou quatre droites pris à volonté dans, 
la seconde figure. Soient a, 6, c, d quatre points donnés de la 
première figure, a\ b\ c', d! les quatre points homologues de la 
seconde; si Ton rapporte les deux figures respectivement aux 
deux triangles abc, a!b'c\ on effectuera la transformation à l'aide 
des formules 

On déterminera ensuite les deux constantes a et 6 de manière à 
faire correspondre au point d le point d'. 

De même si l'on donne quatre droites dans l'une et l'autre 
figure, on rapportera chaque figure aux triangles formés par les 
trois premières droites, puis on déterminera les deux constantes 
a et 6 de manière à faire correspondre les quatrièmes droites. 
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Théorème. 

116. — A UM conique et à une droite données dans la pre^ 
mière figure on peut faire correspondre une conique et une droite 
données dans la seconde figure. 
Si Ton rapporte chaque figure au triangle formé par la droite 
donnée ab ou aV et les tangentes 
aux deux points où cette droite coupe 
la conique (fig. 62), les deux coni- 
ques seront représentées par les 
équations 

En transformant la première à Taide des formules 

JL^i- — ! 
on obtient la conique 

qui coïncidera avec la seconde conique donnée, si l'on pose 

Il reste encore un paramètre arbitraire a ou 6, dont on pourra 
disposer de manière à faire correspondre à an point m de la pre- 
mière conique im p(^nt m' pris à volonté sur la seconde, ou à 
une tangente une tangente donnée. 
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POINTS ET DROITES DOUBLES. 

117. — Cherchons s'il existe dans le plan des points qui se 
correspondent à eux-mêmes dans la transformation homogra- 
phique. Pour qu'un poînt coïncide avec son homologue, il faut 
que ses coordonnées vérifient les relations 

X y z 



que Ton déduit des formules (i), en y remplaçant 

j/, y\ z' par x, y, z. 

On a ainsi deux équations 

x(a^x -[^ b^ + c^) = ax '{'by'\'Cz, 
y[a^x + bji + c,z) = a^x + 6iy + CjZ, 

qui représentent des hyperboles ayant chacune une asymptote 
parallèle à la droite a, a? + 6^ y + c^s = o ; ces deux hyperboles 
se coupent en trois points. Il y a donc dans le plan trois points 
doubles, c'est-à-dire trois points qui se correspondent à eux- 
mêmes. 

Soient a, 6, c ces trois points (fig. 63). Les trois côtés du 
triangle ahc sont aussi des droites doubles, 
c'est-à-dire des droites qui se correspon- 
dent à elles-mêmes. Mais il faut remarquer 
que, sur une droite double ai il n'y a que 
deux points doubles a et 6; à tout point m, 
Fig. 63. différant de a et 6, correspond un autre 

point m' de la même droite. 

On pourra ainsi rapporter les deux figures au même triangle, 
tout en se servant des formules (3). 
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USAGE3 DE L'HOMOGRi^PHIE. 



118. — L'bojnographie permet d'éteadre à we classj9 <Je fi- 
gures une propriété démontrée seulement pour des figures par- 
ticulières de cette classe. U y a en effet dans la transformation 
homographique générale huit paramètres arbitraires; quand à 
un point ou à une droite d'une première figure on fait cor* 
respondre un point ou une droite donné de la seconde, ,on dé- 
termine deux de ces paramètres; on pourra donc toujoinrs faire 
correspondi*e quatre points ou quatre droites arbitraires de la se*' 
conde figure à quatre points ou à quatre droites données de la 
première figure, et par conséquent généraliser ainsi le théorème 
démontré sur la première figure. Le cercle devenant une co- 
nique, toute propriété descriptive du cercle donnera naissance 
à une propriété des coniques. Les relations métriques, sus-» 
ceptibles d'être exprimées par des rapports aiibarmonîque3, 
subsitent aussi dans la transformation, 

119. — Considérons, par exemple, un hexagone inscrit dans 
un cercle, et supposons que les côtés opposés A et A' soient pa^ 
rallèles (fig. 64), ainsi que les côtés opposés B et B'. Les arcs 

abc, a'b'cf étant égaux entre eux, on voit im- 
médiatement que les deux autres côtés C et G' 
sont aussi parallèles. Par l'homograpbte, le 
cercle se transforme en une conique, Thexa- 
iV-..l--^a«"' gone inscrit dans le cercle en un hexagone 
Fig. a4. inscrit dans la conique ; à l'infini de la pror 

mière figure correspond une droite dans la seconde; les côtés 
opposés du premier hexagone étant parallèles, ce qu'on exprime 
en disant que les points de concours sont à l'infini, on en con- 
clut que les points de concours des côtés opposés du second 
hexagone sont situés sur une même droite; on retrouve ainsi 
le théorème de PascaL 
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On obtient le théorème dans toute sa généralité. En effet, 
considérons un hexagone inscrit dans une conique quelconque, 
nous pouvons disposer des huit constantes de manière à faire 
correspondre un cercle à la conique, et l'infini à la droite qui 
joint les points de concours de deux couples de côtés opposés, 
ce qui nous ramène à la figure primitive. 

120. — Ëtant donnés un cercle et un point fixe p dans le plan, 
il est évident que le lieu du point milieu m des cordes menées 
par le point p est un cercle décrit sur op comme diamètre (fig. 65). 
Nous avons ici une relation métrique; mais cette relation est un 
cas particulier de la proportion harmo- 
nique; le point m est le point conjugué 
harmonique d'un point situé à Tinfini par 
rapport aux deux points c et d. La trans- 
formation homographique généralisera ce 
théorème : au cercle o correspondra une 
conique quelconque a'tVd', au point p un 
point p', et à l'infini une droite V. A la sé- 
cante pcd correspondra une sécante pVd', 
^E' «5- et au point m, le point m', conjugué har- 

monique par rapport à c'a! du point q' où la sécante rencontre la 
droite V. Le lieu du point m! est donc une conique, et comme le 
cercle décrit sur po comme diamètre a quatre points communs 
avec le cercle o, dont deux à l'infim, et deux sur la polaire du 
point p par rapport au cercle o, le lieu du point m! passe par 
les quatre points d'intersection de la conique a'b'cd! avec la po- 
laire du point p' et la droite T. De plus le lieu passe par le point 
p' et a pour tangente en ce point une droite qui rencontre la 
polaire de p' sur T. 

Le théorème est général : car à une conique a'b'c'd! et à une 
droite V données on peut faire correspondre un cercle et l'infini; 
au point donné p' correspondra un certain point p et on sera ra- 
mené à la figure primitive. Nous pouvons donc énoncer le théo- 
rème suivant. 
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Le lieu du point conjugué harmonique du point où une sécante 
mobile passant par un point fixe rencontre une droite fixe, par 
rapport aux points d'intersection de la sécante avec une conique^ 
est une conique passant par le point fixe^ par les quatre points 
d'intersection de la conique avec la droite fixe et la polaire du 
point fixe y et ayant pour tangente au point fixe une ligne qui ren-- 
contre la polaire de ce point au même point que la droite fixe. 

121. — L'homographie, considérée comme méthode géo- 
métrique, présente de graves inconvénients. Quand les coeffi- 
cients contenus dans les formules de transformation sont réels, 
à un point et à une droite réels correspondent un point et une 
droite réels. Un cercle réel se transforme en une conique réelle ; 
à une droite coupant le cercle en deux points réels correspond 
une droite coupant la conique en deux points réels et de même 
à une droite ne rencontrant pas le cercle correspond une droite 
ne rencontrant pas la conique. La propriété de T hexagone inscrit 
est visible sur un cercle réel ; mais la droite infini sur laquelle 
sont situés les points de concours des côtés parallèles ne ren- 
contre pas le cercle; la droite sur laquelle sont situés les points 
de concours des côtés de l'hexagone inscrit ne rencontrera pas 
non plus la conique, et le théorème ne sera pas démontré dans 
toute sa généralité. 

On peut faire disparaître cette restriction, et perfectionner la 
méthode, en établissant une nouvelle géométrie, dans laquelle 
les raisonnnements portent, non plus sur des figures réelles et 
visibles, mais sur des figures symboliques composées de points, 
I de di'oites et de cercles imaginaires. On conserverait dans cette 
géométrie symbolique les formes de raisonnement que Ton a 
coutume d'employer dans la géométrie élémentaire. Il faut con- 
cevoir aussi que les coefficients des formules de transformation 
soient quelconques, réels ou imaginaires ; de cette manière, à un 
point imaginaire pourra correspondre un point réel, à un cercle 
imaginaire une conique réelle, et à l'infini une droite réelle cou- 
pant la conique. 



122 UVBE U. -^ CBAP. I. 

Mais, comme rétablissement de cette géométrie symbolique 
aous entraînerait dans de longs détails, nous nous bornerons h, 
considérer la transformation hpmographique comme une méthode 
d'invention féconde, sauf à démontrer ensuite par l'analyse les 
théorèmes obtenus de la sorte. 

Tliéoràme. 




122, — Lorsque deux côtés d'un triangle inscrit dans une co- 
nique pivotent autour de deux points fixes^ le troisième c6tè enve^ 
loppe une conique ayant un double contact^ réel ou imaginaire , 
avec la première suivant la droite qui joint les points fixes. 

Soient deux coniques S et S' doublement tangentes, et con- 
sidérons le pôle p de leur corde commune P (fig. 66), Si cette 
corde s'éloigne à l'infini, le pôle com- 
mun p converge vers les centres res- 
pectifs de pes coniques, qui deviennent 
ainsi bomotbétiques et concentriques. 
On peut donc considérer deux coniques 
bomotbétiques et concentriques comme 
V'S' 66. étant doublement tangentes à l'infini. 

En particulier, deux cercles, étant toujours bomotbétiques, 
ont un double contact à l'infini quand ils sont concentriques. 
Cela posé, le théorème est facile à démontrer; en effet, je fais 
^ correspondre un cercle à la conique don- 
née,- et l'infini à la droite qui joint les 
deux points fixes p et g. Alors j'aurai inscrit 
dans un cercle un triangle abc (fig. 67), 
^ont deux côtés a6, ac se meuvent parallè- 
lement à des droites données. Le troisième 
côté du triangle 6c, ayant une longueur 
constante, enveloppe un cercle concentri- 
que au premier. 
On peut obtenir à chaque instant le point 
Fig. 67. de contact de la conique avec la droite 6V. 
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En effet, dans le cerde, le point de contact est donné par Fin- 
tersection des diagonales ah 9 bc du parallélogramme construit 
sur a5, ac; par conséquent, en joignant b'q^ dp et menant la 
droite a'f qui passe par leur intersection, on aura le point de 
contact à la rencontre de cette droite avec l!c\ 

Ce théorème peut être généralisé ; mais nous ne revenons pas 
sur les théorèmes remarquables auxquels il conduit (voir n**" 104 
et suivants) • 

Tliéorèiiie. 



123. — Pat un point fixe^ on mène deux droites conjuguées 
dans une même conique , t enveloppe de la droite qui joint leurs 
extrémités est une coniqu^e doublement tangente à la première ^ 
suivant la polaire du point fixe par rapport à la conique. 
Ce théorème résulte immédiatement du suivant : 
Dans un cercle, on mène deux diamètres rectangulaires; 
l'enveloppe de la droite qui joint leurs extrémités est un cercje 
concentrique au premier (fig. 68). 
Au cercle S et au point 0, on peut faire correspondre une 

i c conique S' et un point & quelconques. Si oa 

et ob sont des droites conjuguées, o'a' et o'V le 
seront aussi. Donc l'enveloppe de a'V sera une 
conique doublement tangente à la première, et 
c. comme le double contact des cercles concentri- 
ques est à rinfini sur la polaire du point 0, 
celui des deux coniques sera sur la polaire du 
pomt 0'. 
On voit encore que le point c' décrit une co- 
Fig. 68. nique doublement tangente aux deux premières 
suivant la môme droite. 

De plus, le contact de la droite a'b' avec son enveloppe est au 
point de rencontre de cette droite avec oV. 
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Tbéorèiite. 



I2h. — Les intersections d'une sécante avec une série de coni- 
ques passant par quatre points donnés forment un système en 
involulion. 

Cela résulte du théorème analogue démontré pour le cercle : 
Les intersections d'une sécante avec une série de circonférences 
passant par deux points fixes forment un système en involution. 

Il est facile de transformer ainsi le théorème, en remarquant 
qu'à une conique passant par quatre points, on peut faire cor- 
respondre un cercle passant par les quatre points correspon- 
dants. Si on prend l'infini pour droite correspondante de la 
droite joignant deux des points donnés, toutes les coniques 
homographiques deviennent homothétiques (liv, II). En prenant 
pour conique correspondante à l'une des proposées un cercle , 
toutes les autres deviennent aussi des cercles , et ils passent par 
deux points fixes. 

Ces exemples suffisent pour faire bien comprendre l'emploi 
de l'homographie. 
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125. — Dans Thomographie, les points doubles sont donnés 
par Tintersection de deux hyperboles qui ont une asymptote 
parallèle. En général, deux courbes du second degré n'ont que 
quatre points communs, à moins qu elles ne se réduisent à deux 

systèmes de deux droites et que deux d'entre 
elles appartenant à deux systèmes différents 
ne coïncident. Dans ce cas, il y a une infinité 
de points communs sur la droite commune A, 
et de plus un autre point o qui est le point de 
^*°* ^^' rencontre de deux autres droites (fig. 69). 

On a donné le nom d'homologie à ce cas particulier de l'ho- 
mographie. 

Dans l'homologie, il y a donc une infinité de points doubles. 
On appelle le centre d'homologie et À Y axe d*homologie. 

PROPRIÉTÉS DES FIGURES HOHOLOGIQDES. 

126. — Cherchons ce que deviennent les formules de trans- 
formation. Prenons pour triangle des axes deux droites quel- 
conques passant par le centre d'homologie, puis Taxe d'homo- 
logie. Ce triangle est double; il est évident d'ailleurs qu'une 
droite quelconque passant par se correspond à elle-même. 
Cette propriété va nous permettre de modifier les formules. 
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Soit en effet, 
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1 — Ap = 0, 



l'équation d'une droite passant par le centre d'homologie. D'après 
les formules de transformation 

l'équation de la droite correspondante sera 
ao! — kb^' = , 

qui ne peut être identique à la première que si a = 6. Les for- 
niules à6 transformation se réduisent donc à 

elles ne contiennent plus qu'un paramètre au lieu de deux. 

Deux droites homologues se coupent sur l'axe, car leurs 
équations ne diffèrent que par les termes en 7. 

Iliéorèiiie I. 



127. A deux points pris à volonté dans la première figure^ 
on peut faire correspondre deux points pris 
à volonté dans la seconde. 

En effet, soient a, a' 6, 6' les points don- 
nés dans les deux figures (fig. 70 )• La 
droite a a' se correspond à elle-même; 
donc elle passe par le centre d'homologie. 
On peut en dire autant de la droite bb'; 
par conséquent, le centre d'homologie est 
le point de rencontre de ces deux droites. Cela posé, il est 
évident que Fintersection h des droites a6, a'b' est sur Taxe 




Fig. 70. 
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d'homologie. Maintenant on pourra prendre pour axe d'homo- 
logie une droite quelconque passant par le point h. Donc à deux 
points quelconques, on peut faire correspondre deux points 
quelconques. 

Remarques, â trois points arbitraires on ne peut pas, en gé* 
néral, faire correspondre trois points arbitraires, car si c est 
un troisième point de la première figure, le point qui lui cor- 
respondra dans la seconde sera toujours situé sur la droite 
oc, quel que soit Taxe d'homologie. On peut d'ailleurs l'y 
prendre à volonté. Dans ce cas, trois points de la seconde 
figure correspondent à trois points de la première, et le centre 
et l'axe d'homologie sont déterminés : on voit en effet que les 
droites 6c , b'c' déterminent par leur intersection un second point 
de Taxe. 

On peut encore remarquer que les triangles a6c, o'ftV ont 
leurs sonunets sur trois droites issues d'un même point, ce qui 
fournit un théorème de géométrie élémentaire : 0^<^nd deux 
triangles sont tels que les droites qui joignent leurs sommets ho- 
mologuas sont concourantes, les intersections des côtés homologues 
sont en ligne droite. 

Tliéorènie II. 

> 

128. — A deux droites prises à volonté dans la première figure, 
on peut faire correspondre deux droites prises à volonté dans la 
deuxième. 
Soient A et B deux droites de la première figure. A' et B' 

deux droites de la seconde (fig. 71). 
Les droites A et A', B et B' se ren- 
contrent aux points ft et i; la droite 
hl est Taxe d'homologie. Au point 
a d'intersection des droites A et B 
correspond d'ailleurs le point a' 
d'intersection des droites A' etB'; 
^^^* '* • donc la droite aa' passe par le centre 
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d'homologie. On pourra prendre à volonté le centre d'homo- 
logie sur cette droite. Ainsi à deux droites quelconques prises 
dans Tune des figures on peut faire correspondre deux droites 
quelconques prises dans l'autre. 

Remarque. A trois droites arbitraires, on ne peut en général 
fsdre correspondre trois droites arbitraires. Ayant fait corres- 
pondre les droites A' et B' aux droites A et B, je ne puis faire 
correspondre à une droite G quelconque une droite G', à moins 
que ces deux droites ne se coupent sur Taxe d'homologie. En 
supposant que cela ait lieu, on voit que le centre d'homologie 
est déterminé. 

La manière dont ce point est déterminé fournit encore un 
théorème de géométrie élémentaire, qui n*est autre que la réci- 
proque du théorème précédent. 

Tliéorèiiie m. 



129. — Les rapports des distances de deux points homologues 
à Vaxe d*homologie et à une droite double sont proportionnels. 
Soient m, m' deux points homologues, o et ab le centre et 
Taxe d'homologie (fig. 72). Les formules 
de transformation sont 




Fig. 7t. 

Or la droite am! correspond à la droite am, dont l'équation est 

k étant le rapport des perpendiculaires abaissées du point m sur 
oa et ab. De même k' dans l'équation de la droite am! 
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représente le rapport des perpendiculaires abaissées dtî m* sur 
les mêmes droites. Gomme on a 



on voit que 



K = kc, 



a a 



ce qui démontre le théorème. 



IV. 



130. — Deux coniques données arbitrairement dans le plan 
sont homologiques de douze manières différentes. 

Soient S et S' deux coniques quelconques; je les rapporte à 
deux tangentes Â et B et à l'une quel- 
conque des deux sécantes communes 
ab et cdy qui vont concourir au point 
de rencontre des droites de contact pç, 
pY (fig. 73). 

Les deux coniques ont pour équa- 
tions 

(i) ap — (aa + ép + CY)*=:o, 
(a) ap— (a'a + 6'p + c'T)* = o. 

'A 

Fiic. 73. Les sécantes communes ab et cd sont 

représentées par les équations 

Pour que Tune d'elles coïncide avec la droite y = o , il faut 
que l'on ait a = a', b = V. Les équations des coniques de- 
viennent ainsi 

af — (aa + ip + CT)* = o, 
,p_(«gt + 6p + c'T)»=:o, 
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et Dit t)as8€! de Ttitie à l'autre à Taide des formules 

Donc les deux coniques sont homologiques; le point de 
rencontre o de deux tangentes communes A et B est le centre 
d'homologie; Tune des sécantes communes ab et cd est Taxe 
d'homologie. - . 

Les quatre tangentes communes se coupent deux à deux en 
six points; à chacun d'eux correspondent deuxj axes d'homo- 
logie. On peut donc établir de douze manières différentes Tho- 
mologie des deux coniques. 

131. — GoROUAiRE I. Si Von mène une sécante par le point o, 
elle coupe les deux coniques en quatre points m, m' et m^ , m', qui 
sont homologiques deux à deux. 

Les tangentes en ces points sont des droites homologiques, 
car elles se coupent sur Taxe. 

La correspondance qui existe entre ces points n'est pas arbi- 
traire, comme on le voit facilement; elle est déterminée par la 
condition que la sécante venant à tourner autour du point o , 
deux points correspondants viennent se confondre simultanément 
avec les points doubles a, b de l'axe. 

Corollaire II. — Deux coniques tangentes l'une à l'autre sont 
homologiques, et leur point de contact est le centre d'homologie. 

APPLICATIONS DE L*H0M0L0G1E. 

1* Considérons une conique S et un cercle tangent 
en (fig. 74). Ces deux courbes sont homo- 
logiques, et est le centre d'homologie. Par 
le point menons deux rayons oa, ob fai- 
sant un angle constant; on sait que la corde 
ab enveloppe un cercle concentrique au pre- 
mier; donc la coràea'6' enveloppe une conique 
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doublement tangente à la proposée suivant une parallèle à Taxe 
d'homologie; car il est facile de voir qu'à Tinfini correspond une 
droite parallèle à Taxe d'homologîe. 

2* Deux coniques qui ont un foyer commun peuvent être re- 
gardées comme homologiques, car ce point n'est autre chose que 
le point de concours de deux tangentes imaginaires. Le foyer est 
ainsi le centre d'homologie. On peut appliquer à ces coniques le 
théorème précédent. 

Il y a dans ce cas deux axes d'homologie, d'où deux modes 
différents de correspondance. Considérons, par exemple, une 
ellipse et une hyperbole S et S' ayant un foyer commun; les deux 
axes d'homologie sont les sécantes communes qui passent par 
le point d'intersion des directrices. 

138. Deux figures planes homographiques peuvent être placées 
de manière à être homologiques. 
Changeons d'abord la position relative des deux figures de 
façon à rendre parallèles les droites I et 
J' qui, dans chacune, correspondent à 
l'infini de l'autre. A des droites de la pre- 
mière figure se coupant en e correspon- 
dent des droites parallèles de la seconde; 
je mène E^ parallèle à ces droites de la 
seconde figure et par conséquent & celle 
qui lui correspond E'. De môme, par uii 
second point f de la droite I, je mène la 
droite F qui est parallèle à sa correspon- 
dante F de la seconde figinre. Les droites E et F se coupent en o, 
les droites E' et F' en o'; je déplace la seconde figure de ma- 
nière à faire coïncider la droite E' avec la droite E, et la droite F' 
avec la droite F, ce qui est possible, puisque, par construction, 
les angles en o et o' sont égaux. Le point o' vient en o, et je dis 
que les ceux figures ainsi placées sont homologiques. 

»* Le point o est double, ainsi que les deux droites E et F. Je 
remarque que les points à l'infini sur les droites I et J' se corres* 
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pondent, pour des positions quelconques des deux figures : dans 
le cas actuel, I et J' étant parallèles, leur point d'intersection à 
l'infini est un point double, donc oc parallèle à I et J' est une 
troisième droite double passant en o. Dès lors, une droite quel- 
conque passant en o est double; car, jointe aux trois premières 
droites, elle forme, dans la première figure, un faisceau; le fais- 
ceau correspondant de la seconde figure a même sommet que le 
premier, trois droites communes avec lui, il doit avoir môme 
rapport anharmonique ; donc les quatrièmes droites coïncident. 
11 s'ensuit que les droites qui joignent deux points correspon- 
dants passent par le point o. 
2* Soient aft, a!b' deux droites correspondantes'; il est facile de 
voir que leur point d'intersection a est 
un point double. La droite oa est coupée 
par I et J' aux points e et <p'. Les deux 
systèmes de points o, y', a, qo et o, oo, a, e 
ont même rapport anharmonique, puis- 
que ces points se correspondent deux 
à deux; donc 

-^ : = — -. : ou Oç = ea , 

oa 00 a OGc £ a 

â*où l'on conclura aisément que le point a est sur une parallèle 
aux droites I et J'. Les deux figures ayant un point double 
isolé et une infinité d'autres a en ligne droite sonthomologiques. 
i3i. Concordance de ïhomologie et de la perspective. — Sup- 
posons que deux figures S et S^, situées 
dans les plans P et P^, soient l'une la 
perspective de l'autre, l'œil étant placé au 
point 0. Un rayon quelconque mené du 
point détermine deux points homologues a 
et a^ ; il est évident que deux droites ho- 
mologues se coupent sur la droite d'inter- 
Fif. 71. section A des deux plans P et P^. Du point 

menons une perpendiculaire au plan bissecteur de Tangle dièdre 
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formé par les plans P et P, ; cette perpendiculaire déterminera 
sur les plans les points homologues c et c^. Faisons maintenant 
tourner le plan P^ autour de la droite A, pour l'appliquer sur le 
plan P; le point c, vient en c; la droite c^a, tournant autour du 
point a, où elle rencontre la droite A, s'applique sur la 
droite oc, et le point a vient en a! sur cette droite ac, à une 
distance aa! égale à aa^. Après le rabattement, les points 
homologues a et a' sont donc situés sur des rayons partant du 
point c; d'ailleurs les droites homologues se coupent encore sur 
la droite A; on en conclut que les deux figures sonthomoio- 
giques l'une de l'autre; le point c est le centre, la droite A 
l'axe d'homologie. 

Réciproquement considérons deux figures homologiques S 
et S', situées dans le plan P, c étant le centre et A l'axe d'ho- 
mologie, faisons tourner d*un angle arbitraire autour de la 
droite A le plan de la seconde figure pour l'amener en P^; le 
point c vient en c^ ; la droite ca' tourne autour du point a où elle 
coupe la droite A et s'applique sur la droite ac^ ; le point a! vient 
en ttj sur cette droite olc^ à une distance aa^ égale à a^a. Nous 
supposerons l'œil placé au point o où la droite a^a rencontre c^c. 
Si l'on construit dans le plan P^ la perspective S^ de la figure S 
située dans le plan P, et que l'on fasse tourner ensuite le plan P^ 
autour de la droite A pour le ramener sur le plan P, d'après ce 
qui précède, la figure S^ coïncidera avec S'. Ainsi deux figures 
homologiques sont d'une infinité de manières perspectives l'une 
de l'autre (*). 



(*) L'homologie a été imaginée par M. Poncelet et employée par lui dans son 
Traité des propriétés projectives des figures (188^2) comme méthode féconde d'in- 
Tention. L'étude de la transformation homographlque a été faite pour la pre- 
mière fois par M..Cha8ies dans un mémoire sur deux principes généraux de la 
science : la dualité et V homographie^ qu'il présenta en 1830 à l'Académie de 
Bruxelles et qui fût imprimé en 1837 dans s«n ouvrage célèbre : Aperçu histo* 
rique sur l'origine et le développement des méthodes en Géométrie, 
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135i — On dit que deux figures sont corrélatives lorsqu'à un 

point de la première figure correspond une droite de la seconde, 

et à une droite de la première un point de la seconde. 

Appelons x, y» z les coordonnées rectilignes homogènes d'un 

point quelconque a de la première figure, 

p\ 9', r' les coordonnées tangentielles de 

la droite correspondante A' de la seconde 

figure. 

On veut que, lorsque la droite A' tourne 
Fig. 76. autour d'un point fixe a' de la seconde fi* 

gure» ayant pour équation en coordonnées tangentielles, 

le point homologue a décrive une droite A dans la première; il 
faut pour cela que p', q\ r' soient proportionnelles à des poly- 
nômes entiers homogènes du premier degré en x, y, z. Les for- 
mules de corrélation sont donc de la forme 



(0 



ax-i-by-^cz a^x-f b^y 4- c^z a,x *H *iy + V * 



En les résolvant par rapport à a;, y, js, on obtient des for- 
mules inverses de même forme : 



(^) 



ay + éy + cY - a!j>' + V,gf + if y ^ a\p' + b\<f + c'/ ' 
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- On en déduit que, réciproquement, loriqua le point a déorit 
une droite A dans la première figure , la droite homologue A' 
tourne autour d'un point fixe a' dans la seconde. Le point a' est 
le point de la seconde figure qui correspond à la droite A de la 
première. 

De cette manière, à un point a et à une droite A de la première 
figure correspondent une droite A' et un point a! dans la se» 
conde. 

136. — Appelons a?', y\ a' les coordonnées rectilignes du point a 

de la seconde figure, et p, g, r les coordonnées tangentielles de 

la droite homologue A de la première. La droite A' devant 

, passer par le point a', ses coordonnées tangentielles p', g\ r' 

doivent vérifier la relation 

f/af + S'Y + ^'^' = o } 

si Ton y remplace p', ç', r' par les quantités proportionnelle^ (i)» 
cette relation devient 

ou 

c'est l'équation de la droite A en coordonnées rectilignes. 

Si l'on appelle p, g, r les coordonnées tangentielles de cette 
droite, on a 



(3) 



ax' + ay + ajz' bx' + b^y' -{- bjs! "~ ex' + c,y' + e,z' * 
De même, si dans l'équation 

de la droite A, on remplace x^ yy z par les quantités proppr?* 
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tionnelles (2) , on d)tient Téquation 

ou 

(a> + a',î + a!,r)pf+ [Vp + b\q + b\r)q\+ [dp+d.q + c^K = o, " 

qui représente le point c! en coordonnées taugentielles. 

En appelant a?', y', z' les coordonnées rectilignes de ce point, 
on a donc 



(4) 



dp + a\q + a\r b'p + 6',? + *> dp + c',? + c',r ' 



Les formules (1) et (4) déterminent la droite et le point de la * 
seconde figure qui correspondent à un point et à une droite de 
la première; les formules (2) et (3) le point et la droite de la 
{M-emière figure qui correspondent à une droite et à un point de 
la seconde. 

137. — Quand trois points sont en ligne droite dans Tune des 
figures, les trois droites correspondantes de l'autre figure se 
coupent en un même point, et réciproquement. 

A rinfini de la première figure correspond dans la seconde 
figure un point i ayant pour coordonnées 

De même à l'infini de la seconde figure correspond dans la 
première un point i ayant pour coordonnées 

Si le point a décrit une courbe S du m* degré, la droite A' en- 
veloppe une courbe S' de la m* classe. Réciproquement, quand 
le point a! décrit la courbe S', la droite A enveloppe la courbe S, 
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et par conséquent la classe de la courbe S est égale au degré de 
la courbe.S'. 

138. — Supposons que Ton rapporte la première figure à un 
triangle quelconque et la seconde au triangle corrélatif. Appe- 
lons a, p, Y les coordonnées rectilignes d'un point quelconque a 
de la première figure, p\ q\ r' les coordonnées tangentielles de 
la droite correspondante A' de la seconde figure ; les formules de 
corrélation se réduiront à la forme simple 

a p Y 

car, aux côtés a=o,p=o,7 = o du premier triangle, doivent 
correspondre les sommets p' = o , g' = o , r' = o du second. 

THéorèwKÊLe I. 

139, — A quatre droites prises à volonté dans Tune des figures^ 
on peut faire correspondre quatre points pris à volonté dans 
Vautre figure. 

Rapportons la première figure au triangle formé par trois 
droites données a= o, p = o , y = o. La quatrième droite A aura 
pour équation p^a + g,p + r^y = o. Rapportons de même la 
seconde figure au triangle qui a» pour sommets les trois points 
correspondants p' = o, ç'=o, r'=o. Le quatrième point a' aura 
pour équation en coordonnées tangentielles p'a\ + 9'P'i + 

On prendra les formules de corrélation 

ap'~ bq'^ r" 
et l'on déternûnera les deux constantes a et 6 par les relations 
2£i _ ^t _ fj. 
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Théorème II. 



lAO. «- A une conique ef une droite prise$ à volonté dans Tune 
des figures^ on peut faire correspondre une conique et un point 
pris à volonté dans T autre. 
Prenons pour axes dans la première figure la droite donnée ab 

et les tangentes aux points où elle 
coupe la conique S. 

A ces trois droites faisons cor- 
respondre trois points, dont Tun 
est le point donné r', et les deux 
autres les points de contact p' et 
g' des tangentes menées de c^ 
^^^' "" point à la conique S' (fig. 77). 

L'équation de la conique S est 

(1) ap-AY'=o- 

celle de la conique S', en coordonnées tangentielles 
A la conique S correspond, d*aprës les formules 




la conique 

(3) 



a 
ap' 



1 

bg' 



pq vr == 0. 

ab 



Cette conique coïncidera avec la conique S', si Ton fait 



^^ = r 



L'un des deux coefficients a et 6 reste arbitraire. On peut en 
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disposer de manière à faire correspondre à un point de la 

première conique, une tangente de la seconde ou récipro- 
quement. 



Tli^4irème III. 

d 41. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite dans Vune des figures est égal au rapport anharmoniqtAedes 
quatre droites correspondantes de T autre figure. 

Considérons dans la première figure quatre points a, 6, c, d 

situés sur une droite E. A ces qua- 
tre points correspondent dans la 
seconde figure quatre droites A', 
B', G', D' passant par un même 
point e\ Joignons un point arbi- 
traire f aux points a, 6, c, d. Au 
faisceau des quatre droites fa, fby 
fcy fd correspondent dans la se- 
conde figure les points a', 6', c', 
d', où la droite F coupe les droites A', B', G', D'. Nous rap- 
porterons la première figure au triangle fab^ la seconde au 
triangle e!a'b'. 
Les équations des droites du premier faisceau sont : 

(oa) a = o, (oc) a — mp = 0, 
{ob) p = o, (od)a— np=:o. 




Fig. 78. 



Le rapport anharmonique de ce faisceau est 
D'après les formules de corrélation 

ap' "^ *^ "" r" 



m 



les quatre points correspondants a', 6', c\ d' ont poiu* équations 
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en coordonnées tangentielles 

et par suite le rapport anharmonique de ces quatre points est 

. m 
aussi — . 
n 

Problème 1. 



1A2. — l'rouver le lieu des points de la première figure tels que 
les droites corrélatives passent par ces points, ainsi que Venve- • 
loppe de ces droites. 

Cherchons d'abord le lieu du point a par lequel passe sa droite 
corrélative A'. La droite M devant passer par le point a, on a la 
relation 

Si Ton remplace dans cette équation p\ q\ r' par les quan- 
tités proportionnelles (i) , on a l'équation 

(5) (ax + by + cz)x + [a^x + 6,y + e,z)y + (a^x + 6^ + Ctz)z = o. 

Ainsi, le lieu du point a est une conique S. 

Si dans la même relation on remplace a?, y, z par les quan- 
tités proportionnelles (2), on a l'équation 

(6) (a>' + AY + cy)p^ + (a\p^ + b\(t + (f/)q' 

+ [a\p'+b\q'+cyy = o, 

qui représente en coordonnées tangentielles la conique S', enve- 
loppe de la droite A'. 

143. — Remarque. Cherchons de même le lieu du point a 
de la seconde figure, par lequel passe sa droite corrélative A. 
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La droite A passant par le point n\ on a la relation 

P^ + îy' •+■ ^^' = 0' 

En remplaçant p, 9, r par les quantités proportionnelles (3), 
on obtient le lieu du point a\ 

En remplaçant au contraire x\ y\ z! par les quantités pro- 
portionnelles (4), on a l'enveloppe de la droite A : 

Les équations (7) et (8) étant les mêmes que les équations (5) 
et (6) , on en conclut que le lieu du point a' est le même que 
celui du point a, et Tenveloppe de la droite A la même que celle 
de la droite A'. 

lâA. — A un même point a considéré comme appartenant à 
Tune ou à l'autre figure, correspondent deux droites différentes. 
Si le point a décrit une même conique dans Tune ou l'autre 
figure, les droites correspondantes envelopperont, en général, 
deux coniques différentes. Nous avons vu que le lieu du point 
par lequel passe la droite correspondante est le même dans les 
deux figures, ainsi que l'enveloppe de la droite qui passe par le 
point correspondant. Les deux coniques S et S' ainsi obtenues jouis- 
sent de cette propriété remarquable que chacune admet l'autre 
pour corrélative dans l'une et l'autre figure; c'est pourquoi on 
les appelle coniqttes doubles. A un point situé sur la conique S 
correspondent les deux tangentes menées de ce point à la co- 
nique S'; de même à une tangente à la conique S' correspondent 
les deux points où cette tangente coupe la conique S. 

11 est facile de voir que les deux coniques doubles S et S' sont 
doublement tangentes. 

En effet, soit a un point commim à ces deux coniques. A ce 
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point correspond la tangente *A! à la conique S' dans Tune et 
g l'autre figure ; mais, en vertu de la récipro- 
cité, au point a de la conique S' correspond 
la tangente en a à la conique S ; donc ces 
deux coniques ont même tangente en a. Si 6 
est un second point commun, elles ont aussi 
même tangente B' en 6. 
Fig. 79. Les deux points de contact a et 6 sont 

des points doubles ; car à chacun d'eux correspond la même 
droite A' et B' dans les deux figures. Le point de rencontre p des 
deuj^ tangentes A' et B' est aussi un point double; car à ce point 
correspond la droite double ab. 

145. — Pour qu'à chaque point corresponde une même droite 
dans les deux figures; il faut, d'après les formules (i) et (3), 
que Ton ait 

Le formule (i) montre que, dans ce cas, la droite A' est la 
polaire du point par rapport à la conique. 

aa?*+ 6iy*+ CjS' + otbxy + v^cxz -[- ac^yz = o. 

On retombe ainsi sur la méthode des polaires réciproques. Les 
deux coniques corrélatives doubles S et S' coïncident avec la 
conique précédente (*)• 



(') Tout ce chapitre est emprunté à Y Aperçu historique de M. Chasies. 
La corrélation des figures constitue le principe de dualité. 



LIVRE III. 

CiOOIBBS AliOiaMUtlinBS. 



CHAPITRE I. 

PJroipriétés générales d<»9 courbes als^1>iriques. 



146. — Nombre des points nécessaires à la détermination d*une 
courbe de degré m. — Considérons une équation algébrique 
et entière du degré m entre a? et y ; cette équation renferme un 
terme constant, deux du premier degré, trois du second... et 
enfin m+i du m* degré; de sorte que le nombre total des 
termes est 

1 + 2 + 3 + — + (''ï + i) 
ou 

(m+ i)(m+2) 



Le nombre des paramètres arbitraires, et par conséquent le 
nombre des points nécessaires à la détermination de la courbe 

est donc 

{m + i)(m+a) 



ou plus simplement 

m(m-f 5) 
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Par exemple, il faut neuf points pour définir une courbe du 
troisième degré, quatorze pour définir une courbe du quatrième 
degré. 

Remarque* — Si parmi ces points, il y en a mp + 1 sur une 
courbe de degré p, le lieu se décompose en deux, l'un du 
degré p, Fautre du degré m — p; car, la courbe du degré p 
rencontrant la ligne du degré m en plus de mp points, fait né- 
cessairement partie du lieu, qui se compose ainsi de cette courbe 
du degré p et par suite d'une autre courbe du degré m — p. 

Par exemple, une courbe du troisième degré est définie par 
neuf points; si parmi ces neufs points il y en a quatre en ligne 
droite, le lieu se compose de cette ligne droite et de la conique 
définie par les cinq autres points. De même encore, si sept points 
d'une courbe du troisième degré sont sur une même conique, le 
lieu se compose de cette conique et de la droite passant par les 
deux autres points. 

Théorème I. 



147. Si parmi les — - — ^t_J. points qui définissent une ligne du 

degré m, il y en a mp — vP )\P ) ^ ^ sur une courbe du 

degré p, ta ligne se déœmpose en deux^ ïune du degré p, et fautre 
de degré m — p. 
En effet, les autres points sont au nombre de 

m(m + 5) . fp— i)(p— 2) 

— ^ — mp -f- -^ -^ ' — 1 

a 2 

OU 

(m— p)(m — p + 3) 



ils définissent donc une courbe du degré m — p, et cette courbe 
jointe à la ligne de degré p forme le lieu du degré m« 
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Si parmi les — ^^ — ' — ^points il y en avait mp — ^ — f^^- — ^+a, 

^ ta 

a étant plus grand que i , situés sur une courbe du degré p, 
le lieu ne serait pas déterminé, il ^ composerait de la courbe 
du degré p et de Tune quelconque des courbes du degré m — p 

passant par les v^'^PK^ P-r ) — ^^^ points restants. 

Quand p est égal à i ou à 2, le théorème rentre dans la* re- 
marque faite précédemment. 

Théorème 0. 

148. — Toutes les courbes du degré m qui passent par 

m(m+3) . j X , {^ — 0(°i — a) 

_i — !— 2 — 1 p(nnts donnés passent par ^ ^-^ ^ autres 

points fixes. 
En effet, soient S = o et S' = o les équations de deux courbes 

du degré m passant par ^ "^ ^ — 1 points donnés; l'équa- 
tion 

dans laquelle le paramètre k est arbitraire, représentera toutes 
les courbes du degrémpassant par les points donnés ; car on peut 
déterminer le paramètre k de manière que la courbe passe par 
un auti-e point pris à volonté. Toutes ces courbes passent par 
les m* points d'intersection des deux courbes S et S', et par con- 
séquent par 

m (m + 3) , [m — i)(m — 2) 

nr ' h I = ^ 

2 2 

autres points fixes. 
Ainsi toutes les courbes du troisième degré qui passent par 

40 
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huit points donnés, passent par un neuvième point fixe; toutes 
les courbes du quatrième degré qui passent par treize points 
donnés, passent par trois autres pmnts fixes, etc. 

Remarque. Deux courbes du degré m se coupent «i mf 
points ; quanod m surpasse deux, on ne peot pas considérer m' 

points pris à volonté comme étant les points d'intersection de 

deux courbes du degré m ; car on a alors w* > — — ^î^ ; on en 

a 

peut prendre ^^ ' ^ — i à volonté; les autres eti résultent, 

d'après le théorème précédent. 

Tlftéorème ID. 

449. — Si parmi les m* poinis d'ifUtrêeelifm de deux courbes 
du degré m, il y en a mp sur une courbe du degré ^j Us m (m — p) 
autres sont situés sur une courbe du degré m — p. 

En effet, parmi les m{fn — p) points restants prenons-en 

\ : P)\ Pi" ; q^ déterminent une courbe du degré m — p. 

L'ensemble de cette courbe et de la courbe du degré p forme 
une ligne du degré m qui passe par 



mp 



^ («— p)(fl,-p-f3) ^ w(« + S) ^ ^ {p-j){p^9} 



pokats communs aux deux courbes de d^é m. Cette ligne a 

• • . m(m + 5) . , - , 

amsi au moms — ^^ — = — ^ — i pomts communs avec les deux 

courbes proposées; donc elle passe par tous leurs points com- 
muns, et par conséquent la courbe du degré m — p passe par les 
autres points communs qui sont au nombre de m{m — p). 
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Théorème IV. 

150. — Un polygone de 2m côtés étant inscrit dan^ une eonî^, 
Us m (m — 2) points que Ton obtient en prenant T intersection d*tm 
côté quelconque d'ordre pair avec les côtés non adjacents tordre 
impair sont situés sur une courbe de degré m •^2. 

Ce théorème est une conséquence du théorème précédent. Les 
côtés d'ordre pair forment un premier polygone de m côtés; 
les côtés d'ordre impair un second polygone de m côtés ; parmi 
les m* points d'intersection de ces deux lignes du degré m, il y 
a 2m points, c'est-à-dire les sommets du polygone proposé, qui 
sont situés sur une courbe du second degré; donc les m{m — 2) 
autres points d'intersection sont situés sur une courbe du 
degré m — 2. 

Le théorème de Pascal est un cas particulier de cette propo- 
sition : un hexagone étant inscrit dans une conique^ si l'on prend 
ïinterseciion de chaque côté avec le càté opposé, on a trois points 
en Ugne droite. 

De même un octogone étant inscrit dans une conique, si Ton 
prend l'intersection de chaque côté d'ordre pair avec les deux 
côtés non adjacents d'ordre impair, on a huit points situés sur 
une courbe du second degré. 

DE QUELQUES FORMES DE L'ÉQUATION D'uNE COURBE DU DEGRÉ 771. 



151. — L'équation générale des courbes du degré m peut se 
mettre sous la forme 

tt et p étant deux polynômes linéaires, k un paramètre aroi- 
traire, ç et tj^ des polynômes du degré m— i. Il est facile de 
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s'assurer que le nombre des paramètres surpasse — ^ , 

condition nécessaire pour qu'une courbe donnée de degré m 
puisse être ramenée à cette forme. En effet, le premier membre 
renferme 

(m — i) (m + ï^) + 5 = wi' + wi 4- 3 

paramètres, et l'inégalité 

m -f- m -t- 5 >• 

3 



ou 

23 



(-;)■+ 



4^° 



est toujours satisfaite, quel que soit m. Par conséquent l'équa- 
tion d'une courbe du degré m peut être ramenée à cette forme 
d'une infinité de maniiires. 

Le point d'intersection des droites représentées par les équa- 
tions a=: 0, ^ = appartient à la courbe, et la tangente en ce 
point a pour équation 

?• 6t ^o étant la valeur des fonctions <p et ^ au point (a=c, 
P=o). En effet, si l'on ordonne l'équation par rapport à a, p, 
en posant 

? = ?o + ?i + Ts + • - 
4' = 4'o + +i + +. + f 

cpj et ^^ étant des polynômes homogènes du premier degré en a 
et p, ç, et t|i, des polynômes homogènes du second degré, etc. , 
l'équation devient 
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et Ton voit que là droite représentée par 

est tangente au point (a = o, p == o) . 

152, — Dne courbe du degré m peut, dans quelques cas 
seulement, être représentée aussi par l'équation 

«Pï +*«'PY = 0, 

a, p, y, . . . . a', p', y' étant des facteurs linéaires en œ et y, et leur 
nombre dans chaque terme étant égal à m. Le nombre des con- 
stantes que renferme le premier membre est égal à 4»w + » ; 

ce nombre est plus petit que — — ^t— ^ dès que m surpasse 5. 

La courbe passe par les m* points d'intersection des droites 
(a=o, a'=o) (a=:o, P'=o), 



Théorème T, 



153. — Théorème. Quand on coupe une courbe du degré m 
par une droite quelconque et qu'aux m points dHntersection on 
mène les tangentes à la courbe^ les autres points d'intersection 
de ces tangentes avec la courbe sont sur une courbe du degré 
m — 2. 

En effet, soit p= o l'équation de la sécante donnée, on peut 
mettre l'équation de la courbe sous la forme 

ttj, a. a^ étant des fonctions linéaires, et <f une fonction du 

d^é m — 2. Car cette équation renferme, abstraction faite 
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dep, 

[m — 2 )( m+ i) ^rn'\'^ + m* — m — a m (m + 3) 

am-f iH = ^ = -. 

a a a 

constantes arbitraires. Les droites représentées par a^ = o, 

ttj = o, «« = sont tangentes à la courbe aux points où 

ces droites sont coupées par la droite p = o; les m{m — 2) 
autres points d'intersection de ces tangentes et de la courbe 
sont situés sur la courbe ç = o, 

16A. Corollaire I. — Les m(m — 3) points où une courbe du 
degré m est coupée par «es m Q»ymptotee sont situés sur une 
courbe du dejré in~2. 

Car si Ton suppose P constant, la sécante s'éloigne à Tinfiiû, 
et les tangentes deviennent les asymptotes de la courbe. 

155. Corollaire IL — Les points d'inflexion d'une courbe du 
troisième degré sont trois à trois en ligne droite. 

En effet, soient A et B deux points d'inflexion de la courbe 

(fig. 80) , la droite AB rencontre la courbe en un troisième point C. 

Les tangentes aux points d'inflexion A 

et B doivent être considérées comme 

ayant trois points communs avec la 

courbe. La tangente en C rencontre la 

Fifr 80. courbe en un nouveau point situé sur 

la droite AB ; ce point coïncide donc avec le point G qui est 

aussi un point d'inflexion. 

On conclut de là qu'une courbe du troisième degré ne peut 
avoir plus de trois points d'inflexion réels, et que la droite qui 
* joint deux points d^înflexiqn imaginaires conjugués passe par un 
point d'inflexion réel. 

POINTS multiples. 

1&6. -"^^ Supposons que l'on transporte Torigine des coordon- 




PROPRIÉTÉS GÉlSÊRiU£9 DES GOUiOlES ALGÉBRIQUES. lÔl 

nées en un point quelconque M de U courbe ; l'équatiOD dç iz 

courbe sera de la forme 

u^ ti,... u^ étant des polynômes homogènes du premier, du 
second, du m* degré en x et y. La tangente au point M est 
donnée par l'équation u\ = o. Mais si le polynôme u^ est identi- 
quement nul en même temps que te^, une sécante quelconque 
menée par Torigine a en ce point avec la couAe deux points 
communs qui se confondent, et l'on dit que le point M est un 
point double. Les tangentes à la courbe en ce point sont repré- 
sentées par l'équation Mj= o, qui se décompose en deux autres 
du premiw degré. 

Lorsque les deux racines de l'équation u^ = o sont réelles et 
inégales, par le point M passent deux branches réelles ayant des 
tangentes distinctes. Lorsque les racines sont imaginaires, 
deux branches imaginaires se coupent au point M, qui est un 
point isolé. Quand les deux racines sont égales, le point M peut 
être un point isolé ou un point de rebroussement 

Si Von a à la fois 

le point M est un point triple. Les tangentes en ce point sont 
représentées par l'équation u^=o. 
En général, si Ton a identiquement 



H-i- 



le point M est un point multiple d'ordre ft. 

Cherchons maintenant à combien de points simples équivaut 
un point multiple d'un certain ordre. Un point double vaut trois 
points simples ; car le polynôme u^ renferme deux coeJBScients, 
Un point triple vaut six ou i -|- 2 + 3 points simples ; en général 
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un point multiple d'ordre k vaut 

2 

points simples. . 

Théorème TI. 

157. — Une courbe du degré m ne peut avoir plus de 

(m — i) (m — 2) . , j ,, 
-^ ^-^ ^ points aouhles. 

Nous remarquons d'abord qu'une courbe du troisième degré 
ne peut avoir plus d'un point double ; car si elle en avait deux , 
la droite qui passe par ces deux points couperait la courbe en 
quatre points. 

De même une courbe du quatrième degré ne peut avoir plus 
de trois points doubles ; car si elle en avait quatre , la conique 
passant par ces quatre points et un cinquième point pris à vo- 
lonté sur la courbe couperait la courbe en neuf points. 

En général, supposons qu'une courbe du degré w ait n points 

doubles ; par ces points et ^^ ^ — n autres points pris à 

volonté sur la courbe, faisons passer une courbe du degré p; 

cette courbe coupera la courbe proposée en ^ — - + n 

2 

points, chaque point double comptant pour deux; il sera impos- 
sible que la courbe ait n points doubles, si l'on a 

P(P + ^) . ^>^ ^^ 
f-n>w?/?, 

d'où 

2 
Pour que l'on puisse faire ce raisonnement, il faut que le 
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nombre entier p in£^ieur à m soit tel que Ton ait 



et par suite 



Pk±Il>n, 



p(/> + 5) ^ p{-an—p — 3) 



OU 

p> m — 5; 



on peut donc attribuer à p les deux valeurs m — 2 et m — 1 ; 
d'où Ton conclut que la courbe ne peut avoir plus de 

ï L^ points doubles. 



Théorème ITD. 



158. — Une courbe du degré m ne peut avoir plus de 

^ — ,, P'T" ^ points multiples d* ordre k^ p étant le nombre entier 
2 (k— 1) 

2m 
immédiatement supérieur a-^ ^* 

Supposons qu'une courbe du degré m ait n points multiples 

d'ordre k; par ces points et ^^ ^ — n autres points pris à 

volonté sur la courbe, faisons passer une courbe du degré p; 

cette courbe coupera la courbe proposée en ^^ ^ 4" (* — ** 

points; il sera donc impossible que la courbe ait n points mul- 
tiples d'ordre k, si l'on a 

Pj£±Èl + {k-i)n>mp, 

d'où 

p[2m — p — 3) 



fl> 



a(l-~.) 
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Pour que Ton paisse faire ce raiscmnement, il faut que le 
nombre entier p inférieur à m soit tel que Ton ait 



— :: — > *** 



et par suite 



PiP + ^) ^ p(2m~-/? — 5) 
a a (A — i) 

ou 

am 



On attribuera à p la plus petite valeur entière supérieure à 

a 171 - 

-T 3, et le nombre des points multiples d'ordre k ne pourra 

K 

surpasser ^^ ,, — ^, . 

Remarque. Une courbe du degré m qui a un point multiple 
d'ordre m — i ne peut avoir d'autre point multiple. Car si elle 
avait un second point multiple la droite qui passe par ces deux 
points couperait la courbe en plus de m points. 

Il résulte des considérations précédentes que si un lieu du 
troisième degré a deui^ points doubles, ce lieu se compose d'une 
droite et d'une conique. 

De même si un lieu du quatrième degré a quatre points 
doubles; il se compose de deux coniques. 8i la droite passant 
par deux points doubles coupe la courbe en un autre point, le 
lieu se compose d'une courbe du troisième degré et d'une 
droite 

Si un lieu du quatrième degré a un point triple et un point 
double, ce lieu se compose d'une courbe du troisième degré 
ayant un point double, et d'une droite passant parce point. 
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TANGENTES MULTIPLES. 

169. — Soit 

f{p,q) — o (j) 

Féquation d'une courbe en coordonnées tangentielles, p^ et q^ 
les coordonnées d'une tangente particulière M ; si l'on pose 

l'équation prendra la forme 

Wi+w, + w,+ + w^c=q, 

u, étant un polynôme homogène du premier degré en p' et q\ 
u^ un polynôme homogène du second degré, etc. L'équation 
u^ =0 donne le point de contact de la tangente M. 

Si le polynôme ti^ est identiquement nul, la droite M est une 
tangente double; elle touche la courbe en deux points donnée 
par Téquation t*,= o qui se décompose en deux équations du 
premier degré. 

One tangente double vaut trois tangentes simples, comme un 
point double vaut trois points simples. 

L'équation ti, = o qui donne les deux points de contact de la 
t^gente double peut avoir ses racines réelles et inégales, ses 
racines égales, ou ses racines imaginaires. Dans le premier 
cas, on a une tangente qui touche la courbe en deux points de 
contact réels (fig. 81) ; dans le second, une tangente qui a trois 
points communs avec la courbe; le point de contact est alors 




Fig. 81. Fig. 82. Fig. 83. 

un point d'inflçwR Qu un point de rebroussement (fig. 82 et 83) ; 
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enfin dans le troisième cas^ les deux points de contact sont ima- 
^sdres; c'est une tangente isolée. Le lieu se compose de cette 
droite et d'une autre courbe. 

On peut continuer de la même manière pour l'étude des tan- 
gentes multiples d'un ordre quelconque. 

L'équation (i) en coordonnées rectilignes représente la courbe 
polaire réciproque par rapport au cercle de rayon i. 

Ainsi les tangentes multiples de la courbe proposée corres- 
pondent aux points multiples de la courbe réciproque. 

De là un nouveau moyen d'étudier les tangentes multiples à 
une courbe donnée, c'est de faire la transformation des points 
doubles de la courbe polaire réciproque. 

On arrive ainsi à des résultats curieux; à un point simple cor- 
respond une tangente simple. A un nœud, une tangente double 
ordinaire ; à un point de rebroussement de première espèce, une 
tangente double à un point d'inflexion; à un point de rebrous» 
sèment de seconde espèce, une tangente double à un point de 
même nature. Les points àtosculatioriy qui sont doubles, et dont 
les tangentes sont aussi doubles se retrouvent dans la courbe 
réciproque. 

FORMES D*ÉQUATION QUI CONVIENNENT AUX POINTS ET AUX TANGENTES 

MULTIPLES. 



160.— Une courbe ayant un point double peut être représentée 
par l'équation 

(i) aa»cp + 6ap^. + cp»x=-o, 

a et p étant des polynômes du premier degré en a? et y, 
<p» ^9 X des polynômes du degré m — 2. 

Lu point double est l'intersection des droites a =s= o et p = o. 
Les tangentes en ce point sont données par l'équation 
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Enfin on peut s'assurer que cette équation est Féquâtion gé- 
nérale des courbes du degré m qui ont un point double; elle 
contient en effet 

■ 5(m--a)(m+i) _ 3K--m + 2) 
a 2 

constantes. Et on a toujours 

3 (m* — m + a) > m[fn + 3) ; 

car cette inégalité revient à celle-<^i 

m^ — 3m + 3 > o j 

qui a toujours lieu, quel que soit m. 

L'équation générale d'une courbe de degré m, douée d'un 
point triple, est 

(a) a%\ + hm^^^ + cap*x + ^P'^ = o- 

Le point triple est à l'intersection des droites a = o et p = o. 
Les tangentes en ce point sont données par l'équation 

ûa»<p, + 6a»P4», + cap*Xo + ^PS = <>• 
L'équation (*2) contient 

a(m — 3)m + 7 = am* — 6m -f- 7 

coefficients. Ce nombre est supérieur à — i — "^^^ quand m est 

plus grand que 3. Toutes les courbes au-dessus du troisième 
degré, c'est-à-dire celles qui peuvent avoir des points triples, 
sont donc susceptibles d'être ramenées à cette formule. Quand 
m = 3 , l'équation représente un système de trois droites passant 
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au point d'intersection des droites a = o et ^ =: o ; on peut donc 
dire que l'équation conrient encore à ce cas* 

L'équation générale des courbes de degré m qui ont une tan- 
gente double peut s'écrire : 

(5) a<p + ApY4;=:o. 

On voit que la droite a = o est doublement tangente à la 
courbe aux deux points (a = o, p = o) et (a = o, y == o) • 

Cette équation renferme un nombre suffisant de constantes 
pour que l'équation d'une courbe quelconque de degré m puisse 
y être ramenée. On a, en effet, 



(m--i)(y?3+a) , (m — 4)(m— i) , _^ mÇm + S) , 

1 h 7 > ' > 

2 d 2 



car cette inégalité revient à celle-ci, 

m* — 7m+ i6> o 

qui est toujours àatisfàitë. 

161. — L'équation générale des courbes de degré m qui ont 
un point d'inflexion peut s'écrire 

(4) acp + Ap«4. = o. 

Le point d'inflexion est à l'intersection des droites a= o, p= o. 
La droite a = o est la tangente en ce point. 

Cette forme d'équation renferme également un ndmbre Émfli- 
sant de constantes. On a, en effet, 

(m — i) (m 4- a) ^ (m — S)m , ^ m(m-[-5) 
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car cette inégalité revient à celle-ci, 

7w" — 5m4- 8> o 

qui est toujours satisfaite. 

Nous ferons remarquer que toutes les formes d'équation que 
nous venons de citer ont lieu également en coordonnées tangen- 
tielles, et qu elles donnent les tangentes multiples quand les pre- 
mières donnent les points multiples, et réciproquement. 



il ' I r f lii 



CHAPITRE II. C) 



'Plxéorie des points sinsuliers dfUiB les oour'bes planes. 



I 

162. — Avant d'aller plus loin, nous exposerons une 
théorie des points singuliers dont l'idée première est due à 
M. Sturm; elle peut être regardée comme une méthode générale 
pour la construction exacte et complète des courbes planes. 

Considérons une équation algébrique et ramenée à la forme 
entière 

(0 /■(^»y) = o 

entre les deux variables x et y. La série des points du'plan dont 
les coordonnées vérifient l'équation peut être envisagée comme 
étant la représentation géométrique des solutions réelles de 
l'équation. 

Soit M l'un de ces points, a? et y ses coordonnées; cherchons 
quels sont les points voisms du point M qui satisfont à l'équation 
proposée. Désignons par x-\-h^y + kles coordonnées d'un point 
voisin, A et k étant des quantités infiniment petites. Si Ton déve- 
loppe le polynôme /'(a?+ft,y + *) suivant les puissances crois- 
santes de h et de k, l'équation deviendra 



(*) Ce chapitre est extrait textuellement d'une note de H. Briot placée à la fin 
du r''Tolttme du Calcul infinitésimal de M. Gournot. 
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163. — Nous allons d'abord examiner le cas général, celui 
où les deux données partielles f^ et /"^ 
ne sont pas nulles simultanément au 
point M. 

Menons deux paraUèles à Taxe des y, 
à la distance infiniment petite ft, de 
part et d'autre du point M et cherchons 
Fig. 84. quels sont sur ces deux parallèles les 

points qui vérifient l'équation (fig. 84). Pour simplifier posons 
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L'équation (s) prend la forme 



^ — « = tangu), -^ = Wo = *«og3t. 



(5) tt _ ,/^ -f PA + QA« + = 0. 

Comme h est une quantité infiniment petite, l'équation ne 
pourra être satisfaite que par des valeurs de u peu différentes 
de u^s c'est-àrdire par des valeurs de <o peu différentes de a. Par 
le point M menons la droite A'A, qui fait avec Taxe des x l'angle a ; 
il est clair que les points cherchés doivent se trouver dans le 
voisinage des points A et A' où cette droite coupe les deux pa- 
rallèles. Si Ton donne à u une valeur qui diffère de a d'une 
quantité supérieure ou égale à l'angle y très-petit, mais déter- 
miné, on pourra trouver une quantité très-petite u, telle que 
pour toute valeur de A inférieure ou égale à e, le premier terme 
u — tip du polynôme (B) ait une valeur numérique plus grande 
que la somme de tous les autres termes, et par conséquent donne 
son signe au polynôme. 

Considérons la dérivée 



i + P'A + Q'A' + 



du polynôme par rapport à u ; le premier terme étant constant, on 
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pourra déterminer une quantité tirës-petite ^ telle que, pour les 
valeurs de to comprises entre ««y ^^ ^ + Y* tonte valeur de h infé- 
rieure ou égale ke' rende ce premier terme plus grand numérique- 
ment que la somme de tous les autres* Appelons e la plus petite 
des quantités e et «' et supposons que h soit inférieure ou égale 
à c. Traçons les deux droites B'B et C'G qui font avec A'Â de part 
et d'autre l'angle y* 

Le polynôme (3) ayant sur les deux parallèles une valeur po- 
sitive en tous les points dtués au**dôS8us du point G ou au-dessous 
du point G' négative en tous les points situés au-dessous du 
point B, ou au-dessus du point B\ ces quatre portions de droite 
ne renferment aucune solution de l'équation. , 

Si Ton imagine qu*un point mobile parcoure la portion de 
droite BG, le polynôme, ayant en B une valeur négative, en G 
une valeur positive, et variant d'une manière continue s'annu- 
lera dans l'intervalle; d'ailleurs il ne s'annulera qu'une fois 
puisque la dérivée ne s'annule pas dans cet intervalle. Ainsi 
la portion BG comprend une solution de l'équation et une seule. 
Il en est de même de la portion B'G'. Goncevons maintenant 
que h décroisse de e à o, chaque valeur de h donnera dans 
chacun des deux angles opposés BMG et B'M'G un point particu- 
lier et la série de ces points formera évidemment une courbe con- 
tinue passant en M. 

Gomme l'angle 2y peut être pris aus^i petit qu'on voudra» il 
est visible que la droite A'A qui a pour coefficient amgulaire 



tangar— - '• 



/. 



est tangente à la courbe au point M. 

On a supposé dans ce qui précède que la dérivée partielle f^ 
n'est pas nulle; si elle était nulle, sans que f^ le fût, on per- 
muterait dans le raisonnement ft et k ; on mènerait deux parallèles 
ft l'axe deâ ô^ à ta dbtâiice k du point M et Von arriverait à k 
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même conclusion, seulement la tangente serait parallèle à Taxe 
dey. 

Il résulte de là que lorsque les coordonnées Sun point qui sa-- 
tisfont à Véquation proposée n'annulent pas à la fois les deux 
dérivées partielles du premier membre^ en ce point passe une 
branche de courbe simple. 

164. — Il est aisé de trouver la forme de la courbe dans le 
voisinage du point M. Si Ton fait u=u^^ le polynôme (3) se 
réduit à 



(4) PoA + QoA» + 



On peut trouver une quantité e" telle que pour toute valeur de 
h inférieure ou égale à e\ le premier terme du polynôme (4) 
qui ne s'annule pas, donne son signe au polynôme. Appelons e' 
la plus petite des quantités e et e" et supposons h moindre que e'. 
Si le premier terme qui ne s'annule pas dans le polynôme (4) 
est de rang impair, comme le terme change de signe avec ft, le 
polynôme aura des signes contraires en A et en A', par exemple 
le signe — en A et le signe + ^n A'; les deux points de la courbe 
seront situés l'un m entre A et G, l'autre m' entre A' et B'; dans 
ce cas la courbe est convexe (fig. 84) et tourne sa concavité vers 
les y positives. Si la série avait le signe + en A et le signe — 
en A', la courbe serait encore convexe, maia.eHe tournerait sa 
concavité vers les y négatives. 
Ainsi lorsque la quantité 

p fr^ + ^f^y^o+fy^< 

n'est pâô nulle, la courbe est convexe au point M, et le signe 
de P^ indique le sens de la concavité. 

Si le premier ta^me qui ne s'annule pas dans le polynôme (4) 
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est de rang pair, le premier terme ne changeant pas de signe 
avec hj la série a le même signe, par 
exemple le signe + en A et en A'; les 
deux points de la courbe sont situés Tun 
m entre A et B, l'autre m' entre A' et B'; 
la courbe passe d'un côté à l'autre de la 
tangente; il y a inflexion (fig. 85). Ainsi 
quand P^, est nulle sans que Q^^ le soit, 
Fiç. 85. il y a inflexion. 

166. — Nous avons démontré que lorsque les deux dérivées 
partielles du premier ordre ne sont pas nulles simultanément 
au point M, en ce point passe une branche de courbe simple, 
avec ou sans inflexion. Il en résulte que si l'on ne range pas 
l'inflexion parmi les singularités des courbes, les points singu- 
liers ne peuvent se trouver que parmi ceux dont les coordonnées 
annulent à la fois les deux dérivées partielles du premier 
membre de l'équation. 

n 

166. — Supposons maintenant que les deux dérivées du pre- 
mier ordre soient nulles simultanément, l'équation se réduit à 

(rï/:'.+"/-i+;^/;-)+ =" 

ou 

(5) {p^ +2/;;«+/;%')+sA+T/r + ... ^o. 

Considérons l'équation du second degré 

(6) /;;«'+»/;«+/';=o. 

1" CAS. — f!^ — f^,fyl <o. Le premier terme du polynôme 
ayant constamment une valeur finie et de même signe, l'équa- 
tion ne peut être vérifiée. Le point M est un point isoli^ 
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2* CAS. — ^ _ ^', f^^ > o. L'équation (6) a deux racines 
réelles, tang. a et tang. p, a<p; le premier terme et par suite 
le polynôme (5) changent de signe quand a> varie de a— y à a+y 
et de p — Y à p+ y; il n'y a d'ailleurs qu'une seule solution dans 
chacun de ces intervalles parce que la dérivée par rapport à u 

=»(/^+/;«)+s'A+ 



ne s'annule dans aucun d'eux ; il en résulte deux branches sim- 
ples tangentes respectivement aux droites qui font avec l'axe 
des X l'angle a ou l'angle p. Le point M est un point multiple. 

3* CAS. — fsy'^fx^fv ^^* L'équation (6) a ses deux ra- 
cines égales à u^ = tang a, et l'équation (5) se met sous la forme 



(7) 



(w«o)' + PA + QA'+ = 0. 



Si la valeur de P pour u=u^ n'est pas nulle, on peut donner 
à h une valeur assez petite pour que le 
second terme soit plus grand que la 
' A- somme de tous les suivants et par con- 
B+ séquent dcmne son âgne à l'expression 
Pft4-^Qft*+ pour les valeurs de a> voisines 
de a. Supposons Po< o ; le polynôme a le 
signe — en A, le signe + cû B et en C 
(fig. 86) ; il y a donc une solution m dans 
Fig. 86. le premier intervalle et une n dans le 

second. D'ailleurs, il n'y en a qu'une dans chacun d'eux parce 
que la dérivée seconde relative à u 

2/:;+p"A+ 




ne s'annule pas de B à G. Sur la parallèle de gauche, le poly- 
nôme étant la somme de deux quantités positives, ne peut s'an- 
nuler; cette parallèle ne renferme donc aucune solution et l'on 
a un rébrou$$emeni de première espèce. 
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Lorsque P^ = o, le signe du polynôme en A et en A' est le 
m6me que celui de Q,,ft% de sorte que si Q^ est négative, chacun 
des quatre intervalles AB, AG, A'B', A'C comprend une solution, 
ce qui donne deux branches de courbe tangentes à la même 
droite A'A et situées de part et d'autre de la tangente. Mais 
si Q^ est positive, il y a incertitude, l'un des deux intervalles AB 
ou AG peut contenir deux solutions et de même l'un des deux 
intervalles A'B' ou A'C'. 

167. — Pour lever cette ambiguïté, on posera u=u^+u'h\ 
ce qui réduira l'équation (7) à la suivante 



(8) 



(w'» + Fott' + Qo) + SA+ = 0, 



que Ton traitera comme l'équation (7). 

Si F^j* — 4Qô < 0» cette équation est impossible, le point M est 
isolé. Lorsque P^— 4Q^>o, l'équation u\* + V^u'+Q^ = o 
admet deux racines inégales u\ et u\ ; si ces deux racines sont 
de même signe, la courbe se compose de deux branches convexes 
situées du même côté de la tangente commune; si elles sont 
de signes contraires, ces deux branches sont situées de part et 
d'autre de la tangente ; dans ces deux cas, le point M est un point 
multiple. Lorsque P'^^' — 4Qo = o, si S^ 
est différent de zéro, l'équation (8) ad- 
met pour l'une des parallèles deux so- 
lutions voisines de te'^^, ce qui donne pour 
u deux valeurs voisines de u^ + u\h; il 
y a au point M un rebroussement de se- 
conde espèce (fig. 87). Si S^j = o et qu'il 
y ait ambiguïté, on poserait 







c + 


/ 




/ y^ 


A+ 




/ y/^ 


m 




^*y^^^~ 


n 




ji^^^-''"'*^ 


B+ 




ÏZ^"'^'' 




+B' 






+A' 


/ 


+C' 


/ 





Fig. 87. 



e«'=^u'o + «"^, 



et on continuerait de cette manière jusqu'à ce que Ton eût dé- 
terminé exactement la forme de la courbe. 
La discussion précédente qui porte spécialement sur les 
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tenues du second degré fait bien comprendre Tesprit de la 
méthode* Nous allons maintenant l'exposer d'une manière gé* 
AériUe, 



m 



168. — * L'équation (s) isst de la forme 

SAA"aP==o, 

les exposants a et p étant entiers. Regardons ft comme un infini- 
ment petit du premier ordre, et désignons par |a Tordre de Fin- 
finiment petit fc Considérons le groupe des termes du degré le 
moins, élevé; ce premier groupe doit contenir au moins deux 
termes tels que 

Ces deux termes étant de même degré, on a 



«+P«=»«i + Pil*, 



d'où 



P-P/ 



Il en résulte que le degré de h par rapport & ft est commen- 
surable. 

169, — Voici comment on parvient à formey le premier groupe ; 
dans un plan, traçons deux axes rectangulaires Ox et Oy (fig. 88) , 
et marquons les points qui ont pour coor- 
données les exposants a et p dans les 
différents termes, a étant l'abcisse, p For- 
donnée. A chaque terme correspond un 
f point du plan. Gomme le polynôme doit 
contenir au moins un terme indépendant 
de A et un indépendant de ft, sans quoi 
il serait divisible par ft ou par fc, il y aura au moins un point sur 
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l'axe des y et un sur l'axe des x. Nous remarquerons d'abord 
qu'à des termes de même degré correspondent des points placés 
en ligne droite; et, en effet, la valeur de [x trouvée précé- 
demment montre que la droite qui joint les points correspon- 
dants à deux termes de même degré a une direction constante; 
cette droite fait avec l'axe des y négatives un angle dont la tan- 
gente est égale à [x. Si, par un point quelconque (a,, ^J, on 
mène une droite parallèle à cette (Erection constante, cette droite 
ayant pour équation 

son abcisse à l'origine a,-|-[jLpj est précisément égale au degré 
du terme correspondant. Il en résulte que les droites parallèles 
sur lesquelles sont placés les points qui correspondent aux divers 
groupes de termes s'éloignent de l'origine à mesure que le degré 
de ces termes augmente; par conséquent, la ligne qui passe 
par les points du premier groupe laisse à sa droite tous les autres 
points. 

170. — Que l'on imagine une droite coïncidant d'abord avec 
l'axe oy et qu'on la fasse tourner autour du premier point situé 
sur cet axe de droite à gauche ; c'est-à-dire en augmentant son 
abscisseàl'origine, jusqu'à ce qu'elle rencontre un second point; 
qu'on la fasse tourner ensuite autour de ce second point dans le 
même sens jusqu'à ce qu'elle en rencontre un troisième, et ainsi 
de suite jusqu'à ce que la droite passe par le premier point situé 
sur l'axe oa?, on formera ainsi une ligne brisée convexe dont 
chaque côté passe par plusieurs points et laisse tous les autres 
à sa droite. Chacun des côtés de cette ligne convexe donnera 
une manière d'établir le premier groupe. 

171. — Considérons l'un de ces modes de groupement en 
particulier et soit - la valeur correspondante de (jl, - étant une 
fraction irréductible. Deux termes 
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du premier groupe étant du même degré, on aura 
ou 

(«1-«)?=(P-Pl)p. 

La différence a^ — a des exposants de ft est un multiple de p, 
la différence p — ^, des exposants de fc un multiple de 9; on 
aura donc 

n étant un nombre entier. Le premier groupe, ordonné par rap- 
port aux puissances croissantes de A, ou par rapport aux puis- 
sances décroissantes de k^ s'écrira donc 

I 

ftf Ci ... g étant des nombres entiers croissants. 

172. — Nous allons, pour continuer la transformation, distin- 
guer deux cas principaux, selon que le nombre g est pair ou 
impair. Considérons d'abord le cas où g est impair. 

Si Ton pose 

A = A'S k = uh'K 

h! étant'une nouvelle quantité infiniment petite de même signe 
que ft, u une quantité finie, le premier groupe devient 

A'*^+PPt.P-^P[Aw^«+ Bî/»-^)« + + G]. 

Tous les termes de l'équation contenant le facteur fe'««+PP, on 
peut diviser par ce facteur et ramener l'équation à la forme 

Cio) ttP-^P[Aw^^ + Bw^^'^'''+ + G] + elc.=:o. 
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Le premier groupe devant avoir une valeur infiniment petite 
pour se réduire avec les suivantes, la valeur finie de u différera 
très-peu de l'une des racines de l'équation 

(il) Aw'« + Btt^»-*>« + -{-G = o. 

Si l'on pose 

cette équation 9e réduit au degré g et devient 



(13) 



Av^+Bv^-^ + + G := o. 



173. — 11 faut étudier séparément chacune des racines réelles 
de cette équation. Soit v^ une racine simple de l'équation (la); 

l'équation (u) admet la racine simple u^ èc «<,« , et l'on démon^ 
trera, comme précédemment, que, quel que soit le signe de ft\ 
l'équation (lo) admet une racine voisine de «o, et une seule, 
d'où résulte une valeur de k sensiblement égale à u'Ji!^. k cette 
racine simple, correspond une branche de courbe passant au 
point M et s* étendant à droite et à gauche de ce point. 

La forme de la courbe varie suivant que p est paâr ou impair, 
plus grand ou plus petit que q. 

i^ p impair. Quand on change le signe de ftoude ft', fc change 
lui-même de signe; il en résulte une branche 
à inflexion, tangente à une parallèle à Taxe 

des â; si -> 1 (fig. 8g), à une parallèle à 

l'axe des y si - < 1 (fig. 90). 

Le cas particulier où p = g = 1 rentre dans 
le précédent. Mais la tangente a une direction 
oblique et il n'y a plus nécessairement inflexion 
(fig. 84 et 85). 

Fig. 90. 

2'* p pair. Quand h' change de signe, ft conserve le môme 




Fig. 89, 
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signe. Si - > 1 , la courbe a la forme convexe ordinaire et est 




Fig. 91. 



Fig. 92. 



tangente à une parailële à Taxe des x (fig. gi); si ^< i, elle 

forme un rebroussement de première espèce, dont la tangente 
est parallèle à Taxe des y (fig. 92). 

174. — Étudions maintenant le cas où g est un nombre pair. 
On posera 

ft' étant une quantité infiniment petite, positive ou négative, 
u une quantité finie que Ton pourra toujours supposer positive, 
à cause du double signe de H ou de A'", puisque p est impair. 
On affectera la quantité ft'^ du signe + ou du signe — , selon 
que Ton cherchera les points situés sur la parallèle de droite ou 
sur celle de gauche. Si Ton considère la parallèle de droite, il 
faudra prendre ft = A'*; la transformation est la même que celle 
que nous avons effectuée précédemment, et on arrive aux mêmes 
équations (10), (11), (12). 

Si Ton considère la parallèle de gauche, il faudra prendre 
ft = — ft'«, les équations (10), (u), (12) sont remplacées par 
les suivantes : 

(10)' u^^ [Ae^^« + (- 0^ Bw^^""^'* +... + (- i/G] + etc. = o. 
(i 1)' A«^^ + ( - 0^ Bm^^*^'^ +... + (- i/G = o. 

(12)' Av^+(-i)^Bî;^~^ + ... + (— i/G«o. 



Nous remarquerons d'abord que les équations (12) et (12)' ont 




172 UVBE III. — CHAP. II. 

leurs racines égales et de signes contraires. Les valeurs posi- 
tives de V sont seules admissibles, les valeurs négatives donnant 
pour u des valeurs imaginaires. Soit donc v» une racine simple 
positive de l'une de ces deux équations, par exemple de l'équa- 
tion (12). L'équation (11) admet la racine réelle et positive 

t«o = Vo^; si, dans l'équation (10), on donne successivement à 
h! une valeur positive et une valeur négative, on 
voit que cette équation admet deux racines réelles 
voisines de Uo\ il en résulte pour k deux valeurs 
de signes contraires voisines de uji'p. A cette ra- 
cine simple t?o correspond ainsi une double bran- 
che de courbe située d'un même côté du point M, 
**' * * adroite daqs l'hypothèse actuelle; elle forme une 

branche convexe ordinaire, tangente à une parallèle à Taxe des y 

si - < 1 (fig. gS) , un rebroussement de première 
Fi 94 espèce tangent à une parallèle à l'axe des x si 

^>i(fig. 94). 

Considérons maintenant une racine négative de l'équation (12); 
à cette racine négative ne correspond aucun point sur la parallèle 
de droite ; mais cette racine devient positive dans l'équation (12)'*, 
et elle fournît l'une des courbes trouvées précédemment, mais 
tournée en sens contraire, c'est-à-dire vers la gauche. 

176. — Nous avons supposé jusqu'à présent que l'équation 
(12) n'admet que des racines réelles simples. Chacune d'elles 
donne une branche simple passant par un point M et pouvant 
offrir une inflexion ou un rebroussement de première espèce. 
Considérons actuellement une racine réeUe v^ d'un degré n de 
multiplicité. Le premier membre de l'équation (12) ou (12)' est 
divisible par (t? — Vo)**, le premier membre de l'équation (1 1) ou 
(il)' par (w — Uo)\ Si l'on pose 
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k' étant une quantité infiniment petite, et que l'on remplace u 
par cette valeur, Téquation (lo) ou (lo)' aura tous ses tennes 
infiniment petits et prendra la forme 

(i5) SA^rVP' = o. 

On traitera cette équation comme on a traité l'équation (9). 
Marquant dans un plan les points qui ont pour exposants les 
coordonnées de K et de k\ on examinera les différentes manières 
de former le groupe des termes du degré le moins élevé. Chacun 
de ces modes conduira à une équation analogue à l'équation (12), 
après qu'on aura posé A' = ±fc"«',, fc' = u'h"'", t«'''=:i?'. Les 
racines simples de cette nouvelle équation n'offriront aucune 
difficulté. A une racine lûmple correspond une valeur de k' de la 
forme Uo'ft"'', et par suite une valeur de k sensiblement égale 

Si q et q' sont impairs, h! et h" ont le signe de k et l'on a une 
branche de courbe qui s'étend à droite et à gauche du point M, 
et qui reproduit l'une des formes représentées par les fig. 89, 
90» 9»» 92- 

Si q est pair, g' impair, il faut choisir le signe de h, ce qui in- 
dique que la courbe ne s'étend que d'un côté, h! conserve le 
double signe, h" a le même signe que ft'; on a donc pour fc, sur 
une même parallèle, deux valeurs de signes contraires, ce qui 
reproduit l'une des deux formes représentées par les fig. 96 
et 94. 

Si q est impair, q' pair, h! a le signe de fe, et A" un double 
signe; mais dans la nouvelle équation il faudra choisir le âgne 
de h'j ce qui indique que la courbe ne s'étend que d'un seul 
côté; h" conservant le double signe, et p' étant impair, on a 
pour *, sur une même parallèle, deux valeurs du même signe» 
ce qui donn^ un rebroussement de seconde espèce, dont la tan- 
gente est parallèle à Taxe des a? ou à Taxe des y, selon que - 



^ 
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est plus grand ou plus petit que l'unité (fig, 96 et 96). Cepen- 
dant, dans le cas où j) = 9 =3 1 , le reinroussement 
est de première espèce, la tangente ayant une 
direction oblique (fig. 86). 
Enfin, si 9 et 9' sont pairs, il faut d'abord 
Fis «5. choisir le signe de ft, puis celui de h\ h" conser- 
vant le double signe. On a encore un rebroussement de seconde 
espèce (fig. 96 et 96). 

Quand l'équation en v' a des racines multiples 
réelles, on pose u'=u\-\'k' et on opère unei 
nouvelle transformation analogue aux précédentes, 
Fig. 96. et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à une 
équation n'ayant plus de racine multiple. 

176. -^ Il est aisé de voir que la suite de ces transformations 
ne peut se prolonger à l'infini, et qu'elle doit nécessairement se 
terminer après un nombre limité d'opérations. Si Ton désigne, 
en eifet, par m le degré de l'équation proposée, le plus fort 
exposant de fc et de u dans les équations (9) et (10) étant au 
plus m, il est évident que le degré de l'équation (12) ne peut 

surpasser — ; le degré n de la racine multiple v^ ne peut donc 

surpasser—. Quand dans l'équation (10), on remplace u par 

^0 + ^j l6 premier groupe fournit un terme en **" indépendant 
de ft'; l'exposant de k dans le premier groupe de la nouvelle 
équation sera donc au plus égal à n; le degré de l'équation 

en t^' ne pourra donc surpasser - ou — ;« En continuant ainsi, 

on voit qu*aprè3 un certain nombre d'opérations le degré de 

l'équation à laquelle on arrive, ne pouvant surpasser —rrti ^^^ 

nécessairement du {M*emier degré« 

Le Raisonnement serait en défaut si l'on avait qtssuf ::s2q[\,. 
mais, dans ce cas, comme fc=ft'=ft''=... le degré de ft'ne va 
pas en augmentant; comme d'ailleurs, à chaque opération, on 
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divise par une certaine puissance de A, il est évident que ce 
degré va en diminuant; on arrivera donc à une équation du 
premier degré en ht dans laquelle le premier groupe sera néces* 
sairement formé de ce terme en A et du premier terme indépen- 
dant de A, on aura ainsi à résoudre une équation binôme en u» 
et par suite une équation du premier degré en v. 

177. — Il résulte de ce qui précède, que les courbes algé- 
briques n'admettent ni points d'arrêt, ni points saillants. La 
méthode ramène, en effet, la construction de la courbe à la 
considération des racines simples réelles de diverses équations ; 
or nous avons vu que dans tous les cas une racine simple donne 
deux branches ayant même tangente, et situées de part et d'autre 
ou d*un même côté de la tangente ou de la normale; elles 
forment donc, ou une courbe ordinaire convexe ou à inflexion 
ou un rebroussement de première ou de seconde espèce. 

Il est à remarquer qu'une fois arrivé à une racine simple, 
ce qui suffit pour la construction de la courbe, si Ton continuait 
les transformations on n'aurait plus à considérer que des équa- 
tions du premiei* degré ^i li; il n'y aurait plus de subdivision 
dans le calcul ; les exposants seraient tous entiers et Ton obtien- 
drait le développement de k en série suivant les puissances crois- 
santes de h. 



IV 



178. — La même méthode sert à déterminer avec exactitude 
les branches infinies de la courbe et leurs asymptotes ; elle donne 
toutes les asymptotes paraboliques de la forme 

y = ax"" -f bx"^ + e, 

les exposants de » étant entiers ou fractionnaires, mais po- 
ativest 
Dans l'équation proposée» considérons x et y comme des 
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quantités infiniment grandes. Marquons dans un plan les points 
qui ont pour coordonnées les exposants de a; et de y dans chaque 
terme et désignons par jx le degré de y par rapport k x; le pre- 
mier groupe, c'est-à-dire le groupe des termes du degré le plus 
élevé, devant contenir au moins deux termes, on démontrera, 
comme précédemment que (x est commensurable, que les points 
correspondants aux termes de même degré sont en ligne droite, 
et que la droite qui passe par les points correspondants aux 
termes du premier groupe, laisse tous les autres points au-des- 
sous et à sa gauche. D'après cela, pour former le premier groupe, 
on imaginera une droite se mouvant parallëlemênt à l'axe de x 
et venant des y positifs jusqu'à ce qu'elle rencontre un premier 
point, puis, tournant autour de ce point, de gauche à droite, 
jusqu'à ce qu'elle en rencontre un second, tournant ensuite 
autour de ce second point dans le même sens, jusqu'à ce qu'elle 
en rencontre un troisième et ainsi de suite, jusqu'à ce que la 
droite devienne parallèle à l'axe des y. Chacun des côtés de cette 
ligne brisée donnera une manière d'établir le premier groupe. 

Si - désigne la valeur correspondante de [x, on posera a?=x'«^ 

ou x=ifca?'* suivant que q est impair ou pair, y=ux'p\ si l'on 
divise par la plus haute puissance de x\ l'équation sera ordonnée 

suivant les puissances croissantes de —,; égalant le premier 

groupe à zéro, on aura à résoudre une équation en u que l'on 
simplifiera en posant u* =r. Soit u^ une racine de cette équation, 

on posera u = «^ + ft, - = ft, et l'on arrivera à une équation de 

la forme 

SAA*A^=o 

entre le? deux quantités infiniment petites h et k. Où traitera 
cette équation par la méthode suivie pour leo points singuliers, 
et l'on poussera les calculs jusqu'à ce que Ton arrive, dans le 
développement de ft, suivant les puissances croissantes de A» à 
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un exposant plus grand que p, ou plus loin encore A la sépara- 
tion des racines l'exige; la valeur correspondante de y se trou- 
vera îdnsi développée suivant les puissances décroissantes de x 
et le dernier terme ou les derniers termes étant affectés d'expo- 
sants négatifs. En négligeant ces derniers termes, on aura l'asymp- 
tote parabolique; les derniers termes indiqueront le nombre et 
la disposition des branches de courbe qui correspondent à une 
même asymptote. 

Lorsque ? = !,?-, étant égal ou supérieur à l'unité, l'asymp- 
tote devient rectiligne. Nous remarquerons qu'à une même 
asymptote correspondent toujours deux branches de courbe 
situées d'un même côté, ou de côtés différents par rapport à 
l'asymptote, vers une même extrémité ou vers deux extrémités 
différentes. 
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Ttiéorème I. 

179. — Sij par un point donnée on mène à une courbe algé- 
brique deux sécantes ayant des directions déterminées, le rapport 
des produits des distances du point donné aux points d'intersec^ 
tion des sécantes avec la courbe est indépendant de la position 
du point donné. 

Soit, en effet, f{x^y) = o l'équation de la courbe. Soient a, 6 

les cosinus des angles que fait avec les 

axes une sécante menée par le point 

fixe P, {Xoi t/o) (fig. 97). On aura les 

distances r du point fixe aux points 

^^s- 07. d'intersection de la sécante avec la 

courbe, en substituant dans l'équation de la courbe apo+ ar à x^ 

et î/o t|- 6r à y. Or on a 

K^o + «r, y, + hr) = f(x,, y,) + rÇaf'x, + bf'y,) 
+ — . +ry(ia,b)=:o. 

Le produit des diverses valeurs de v est 

"'"' '^ -^ ^(a,b) ' 

Pour une autre sécante partant également du point P, et dont 
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les cosinus des angles avec les axes sont a', b\ on aura âe 
même 

On en déduit 

^,^ '•'•. ^Q^,ày 

expression indépendante des coordonnées du point flxe. 

II est clair que dans l'application de ce théorème, il faudra 

tetir compte du signe des grandeurs v^, tj, et faire entrer 

d'ailleurs celles de ces longueurs qui sont imaginaires. 



Vlftëorème II. 

180« — Sij par deux points fixes y on mène des sécantes 
dans une mime direction^ U rapport des produits des segments 
interceptés entre les points fixes et la courbe est indépendatU 
de la direction commune de ces sécantes. 

On trouve en effet, en opérant comme précédemment, 

<p(a, 6) 
ce qui démontre le théorème. 

Tlftéorème ni. 

181. — On coupe une courbe algébrique par un polygone 

ARC Si, en parcourant ce polygone dans un sens^ on 

fait le produit des segments compris entre les sommets succes- 
sifs cl la courbe, puis si Von fait ce même produit en parcou- 
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rant le polygone en sens contraire^ les produits ainsi obtenus 
sont égaux. 

Appelons a,, a, a^ les divers 

points d'intersection du côté AB avec la 

courbe, 6j, 6, b^ ceux du côté BG 

avec la courbe, etc. (fig. 98), le théo- 
Fig. 98. rème consiste dans l'égalité 

AdiAûj ... Aû«,xB6iB6j ... B^^xCe^O, ... Cc«... 
= D(?«. ... DCjDCi X G6^ ... GfejCéi X Btf«, ... ha fia. 

J'appelle P,, Pj Pn les premiers produits, c'est-à-dire les 

produits des segments comptés à partir des sommets A, B, G ... 
sur les côtés AB, BC, GD, ... du polygone; j'appelle ensuite 
P'j, F,, P'« les seconds produits, c'est-à-dire les pro- 
duits des segments comptés à partir des sommets B, G, ..• A 

sur les mêmes côtés du polygone AB, BG, GD Par un point 

0(^09 !/o) quelconque, je mène des sécantes parallèles aux côtés 

du polygone; soient p^, p, Pn les produits des segments 

comptés sur les sécantes menées par ce point. 

On a, d'après le théorème II, 



on en déduit 



p, 


p, 






K 


Pn 


P, 


— h 


P', 


Px 


P, 


— Pi 


P-, 


Pt 



p,p, 



P'.p; 



ce qui démontre le théorème. Il est connu sous le nom de ihèo- 
rème des transversales. 
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APPLICATIONS DU THÉORÈIHE DES TRANSVERSALES. 

182. — En appliquant ce théorème à une ligne droite cou- 
pée par un triangle, on obtient le théorème ordinaire des trans- 
versales. 
Toute transversale détermine sur les côtés d'un triangle ABC 
j5 ^ six segments tels que le produit de trois 
segments non consécutifs est égal au pro- 

^ duit des trois autres. 

^. _ Soit DE la transversale; on a immé- 

Fig.' 99. 

diatement (fig. 99), 

AF.BD.CB = AB.BE.CD, 

ce qui démontre le théorème. 

Réciproquement, si trois points D, E, F situés sur les côtés 
d'un triangle déterminent six segments qui jouissent de cette 
propriété, ils sont en ligne droite, pourvu que les trois points, 
ou un seul d'entre eux, se trouvent sur les prolongements des 
côtés du triangle. 

Corollaire. — Trois droites OA, OB, OC menées d*un mime 
J^ point aux sommets $un triangle ABC, dèter-- 
cj/y V. minent sur ses côtés six segments tels que le 
y^^^^ produit de trois segments non consécutifs est 
^.^_-/ — _::^ égal au produit des trois autres changé de 
Fig. 100. signe. 
On a en effet, en conâdérant le triangle ABA' et la transver- 
sale CC (fig. 100), 

AC'.BG.A'O = AO.BG'.A'C, 
et en considérant le triangle ACA' et la transversale BB', 
AO.CB.'A'B = AB'.CB.A'O. 
En multipliant ces deux égalités membre à membre, et sup- 
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primant les facteurs communs, îl vient : 

AC'.BA'. CB' = — (AB'.BG'.CAO, 

ce qui {»^ttve la proposition. 

La réciproque est évidente : si trois droites issues des som- 
mets d'un triangle déterminent sur ses côtés six segments qui 
jouissent de cette propriété, elles se coupent en un même point, 
pourvu que les trois droites ou une seule d'entre elles coupent 
les côtés mêmes du triangle. 

183. — Le même théorème s'applique de la même façon à 
une conique coupée par un triangle, et on peut en déduire la 
réciproque. On a ainsi un moyen de reconnaître si six points 
donnés sont sur une conique. 

Il est facile au moyen de cette propriété de démontrer le théo- 
rème suivant : 
Dans tout triangle circonscrit à une conique^ les droUes qui 
joignent les sommets aux 'points de con^ 
tact se coupent au même point» 

Soit en effet ABC un triangle circonscrit 
à une conique (fig. loi). Soient a, 6, clés 
points de contact de ce triangle avec la 
conique. — On a : 

Ac».Ba».C6* = A6^Ca^Bc^ 
d'où l'on tire : 

Ac.Ba.Cb =± Ab.Ca.Bc. 

En écartant le signe 4-^ qui indiquerait que les trois points 
a, 6, c sont en ligne droite, il reste 

Ac . Ba . G6 = — A6 . Bc . Ca , 

ce qui montre que les trois droites partant des sommets du 
triangle et aboutissant aux points de contact se coupent au même 
point. 

184. — Comme dernière application, nous allons montrer 
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quelques propriétés des courbes du troisième degré résultant 
immédiatembUt de ce théorème, 

1** Les trois points d'inflexion d'une courbe du troisième degré 
sont en ligne droite. 

Soient a, 6, c trois pointe d'inflexion réels pris sur une courbe 
^A du troisième degré. Je mène les tangen- 
tes en ces points; elles forment le trian- 
gle ABC (fig. 102). 

En considérant le point d'inflexion 
comme la réunion de trois points où 
la tangente se confond avec la courbe, 
on a : 




Fig. m. 



(Ac)»(Ba)»(C6)» = (— A*)»(Ca)»(— Bc)» = AÔ'Ca'Bc»; 



d'où: 



Ac.Ba.C6 = A6.Bc.Ca, 




ce qui montre que les trois points a, &, c sont en ligne droite. 

«• On coupe une courbe du troisième degré par une droite; 

aux points ffinsersection on mène des 

tangentes qui viennent rencontrer la 

courbe en trois points qui sont en ligne 

ç, droite. Soient a, fc, c les points où la 

droite rencontre la courbe du troisième 

Fig. i03. degré; en menant par ces points des 

tangentes à la courbe, on forme le triangle ABC (fig. io5). Ces 

tangentes coupent la courbe en trois autres points a\ b\ c\ et 

on a ; 

Ac'.Ac'. Ba*. Ba'. C6*.C6' = Ai*A6'. Ga'Ca'.Bc». W. 

Or, les trois points a, 6, <î étant en ligne droite, on a : 

Ac*.Ba«.C6* = A6«.Ca«.Bc'. 

Ac'.Ba!.Cb'= Afr'.Bc'.Ca', 



Donc 



égalité qui prouve que les trois points a', b\ c' sont en ligne 
droite. 



CHAPITRE IV. 

Polaires dans les oour'bes alsébriques. 



CONJUGUÉS HARMONIQUES DE DIFFÉRENTS ORDRES. 



185. — Prenons sur une droite m points a^, a^ . . . a m* Soit p un 

point fixe et r,, r^... r« ses dis- 

V »t ^7~ P' K tances aux m points (fig. io4). 

^^^' *^* On appelle conjugué harmonique 

du premier ordre du point p, le point p' dont la distance au 

point p satisfait à Téquation : 






ou 



U-f)- 



Les points conjugués harmoniques du second ordre sont les 
points p' déterminés par la relation : 



2t-rî)(?-r}=»- 



Cette équation étant du second degré, il y a deux points con- 
jugués harmoniques du second ordre. 

On peut voir par là quelles sont les relations qui définissent 
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les conjugués harmoniques des divers ordres. Les points con- 
jugués harmoniques du (m — i ) • ordre sont déterminés par l'équa- 
tion : 

2è-^)(^-^) (-r-ïi:)=" 

Il y a m— 1 points de cet ordre. 

Enfin si l'on cherche les conjuguée du m' ordre, il est clair 
qu'ils seront donnés par l'équation : 

\r~7j \r'^7j \r~r^)'^^' 

et l'on voit qu'il y aura m points conjugués de cet ordre, qui 
coïncideront avec les m points donnés a^, a^...a„,. 

186. — Il existe entre les points conjugués harmoniques une 
réciprocité remarquable : 

Si le point p' est conjugué harmonique dû n* ordre du point p, 
par rapport aux points a,, a,...a«, le point p est conjugué har- 
monique du point p', du m — n" ordre^ par rapport aux mimes 
points. 

Le point p' conjugué harmonique du premier ordre du point 
p est déterminé au moyen de l'équation : 

2(F-r;)=°. 

ou 



Appelons r^^, /j, ... r'«» les distances du point p' aux points a^ 
a,...,a^, nous aurons les relations suivantes 

r+r\ = r^y r + t^^ = r^, , r + r'^ = r^. 
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De sorte que l'équation précédente devient : 

OU : 



r' 



r' 



en comptant la distance p'p^r' à partir du point p\ comme 
nous venons de faire pour les autres, ce qui revient à changer 
r en — r'. 
Cette dernière équation mise sous la forme 



si l'on multiplie tous les termes par le produi 



devient 



elle exprime que le point p est conjugué harmonique du point p 
du m — 1* ordre. 

En général un point p' conjugué harmonique du point p de 
l'ordre n est défini par l'équation 

2(;-r:)G-^) G-rj = °' 

que l'on peut mettre sous la forme 



= o. 
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Si Ton multipUe tous les termes par le produit 
comme précédemment, cette équation devient 

elle exprime que le point p est conjugué harmonique du point p' 
de Tordre m — n. 

POLAIRES DES DIFFÉRENTS ORDRES. 



187, — Supposons que par un point fixe p on mène une 
sécante quelconque à une courbe de degré m, il est évident que 
le lieu du point jp' conjugué de premier ordre du point p sur 
chaque sécante est une ligne du premier degré, ou une ligne 
droite; que le lieu des deux points p' conjugués du second ordre 
du point p sur chaque sécante est une courbe du second 
degré ; et qu'enfin le lieu des points conjugués de Tordre m — i 
est une courbe du degré m— i, La courbe proposée admet 
ainsi m — i polaires successives dont nous chercherons les 
équations. 

Soit 

Téquation de la courbe en coordonnées homogènes. Menons 
par le point p, (a?^, t/^, «J une sécante, et posons 

^ = ^0 + ^^y 

y = y^ + bry 
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L'équation de la courbe devient en coordonnées polaires 
En divisant par r**, les deux membres de cette équation, on a 

Si Ton appelle r^, r,... r^ les distances du point p aux m 
points d'intersection de la sécante et de la courbe l'équation de 
la courbe se mettra sous la forme 

^ \r *" rj \r rj \r rj "^ ^* 

La polaire du degré m — i que Ton appelle aussi première 
polaire a pour équation 

2G-;r)(,'-73--(;-i:)=°' 

c'est-à-dire 

D,R = o. 



De même la polaire du degré m — 2 ou la $eeonde polaire a 
pour équation 

OU plus simplement • 

D'R = o. 

1 

r 

En générJ, la n* polaire a pour équation 
D^R = o. 
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Cherchons maintenant les équations de ces courbes en coordon- 
nées rectîlignes. Si Pon pose 







r r 


+ «, 






" r r 


+ *, 






"■ -t-~t' 




on a identiquement 








D,R = 


^x„D^,R+y,D.,R + z,D„R, 


et en général 


T 




/ 




D,"R: 


= (^oD-' + y.l»,' 


+ ^„D,.)''R. 



Multiplions tous les termes par r"; Téquation de la n* po- 
laire devient 

(0 Kt>x + y^, + ^oi>.)Y(^. y, 2) == 0. 

188. — Nous avons remarqué que, si le point p' est conju- 
gué du point p de l'ordre m — n, réciproquement le point p est 
conjugué du point p' de Tordre n. L'équation précédente est la 
relation qui existe entre les coordonnées x^y t/o» ^o ^^ point p et 
les coordonnées a?, y, z du point p'; si l'on regarde ces der- 
nières coordonnées comme constantes et les premières comme 
variables, on peut dire que l'équation (i) est le lieu du point 
p conjugué du point fixe p' de l'ordre «. 

Permutons maintenant les lettres x^, et a;, y^ et y, %^ et z^ nous 
voyons que Féquation 

(2) (xD,^+ yD,^+ 2D,jY(^o' yo> ^o) -= o 

représente la polaire du degré w d'un point fixe ayant pour 
coordonnées o^^, î/q, ^q» 
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Ainsi la polaire du degré n d'un point fixe est représentée par 
Tune ou Tautre des deux équations 

(^D,^+ yD^^ + zD,Yf{x, , y, , z,) = o, 

dans lesquelles rc^,, y^, z^ désignent les coordonnées du point 
fixe et Xj y, z le^ coordonnées variables d'un point quelconque 
du lieu. 

Cette dernière forme d'équation est en général plus commode 
que la première. Par exemple, la droite polaire a pour équation 

et la conique polaire 

(^D,^+ yD, + zD. Yf{x,, y,, z,) = o. 



PRINCIPALES PROPRIÉTÉS DES POLAIRES. 

189. — On peut énoncer la réciprocité des points p et p' 
en disant que le lieu du point p' dont la polaire du degré n 
passe par le point fixe p est la polaire du degré m — n de ce 
point p. Par exemple le lieu du point p' dont la droite polaire 
passe par le point fixe p est la polaire du degré m — 1 ou la 
première polaire du point p. 

11 en résulte qu'une droite donnée admet (m — i)* pôles; car 
si l'on prend deux points sur cette droite, les pôles de la droite 
seront les points d'intersection des premières polaires de ces 
deux points; ces premières polaires étant du degré m — i,le 
nombre des points d'intersection est (m — i)*. 

On peut remarquer encore que les premières polaires de tous 
les points d'une droite passent par [m — i)' points fixes, qui 
sont les pôles de la droite. 
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Considérons Tune des tangentes menées du point p à la courbe 
proposée sur cette droite, deux points d'intersection se con- 
fondent, et le polynôme R contient le facteur au carré; 

par conséqent) le polynôme D^R admet le même facteur au prô- 

r 

mier degré. On en conclut que les points de contact des tangentes 
menées du point p à la courbe proposée appartiennent à la pre^ 
mière polaive de ce point. 

190. — Lorsque la courbe proposée a un point double a, 
sur la sécante pa deux points d'intersection se confondent; 
donc les points doubles de la courbe proposée appartiennent à la 
première polaire d'un point quelconque du plan. 

Transportons l'origine des coordonnées au point a et soient 
a =3 et p=o, les équations des deux tangentes à la courbe; 
l'équation de la courbe sera de la forme 

La première polaire du point p, a pour équation 

la tangente en a à cette polaire est donnée par l'équation 
ou 

P_ P.. 



cette droite est conjuguée harmonique de la droite ap par rap- 
port aux deux tangentes en a à la courbe proposée. 

Les deux tangentes en a coïncident ; la polaire touche cette 
tangente double. 

191. — Lorsque la courbe proposée a. un point multiple a 
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d'ordre n, sur la sécante pa coïncident n points d'intersection, et 

le polynôme R contient le facteur ( -7 ) ; donc unpoinlmul" 

tiple d'ordre n est sur la première polaire un point multiple 
d'ordre n — 1, sur la seconde polaire un point multiple d'ordre 
n — 2, etc. 

Supposons maintenant que le pôle p soit situé sur la courbe. 
La polaire du n* degré est définie par l'équation 

2à\r~7j \r~7j \r'^7j^^' 



ou 



S?Vir„4-3 r^(r'-r^){r ~ rj (r-^r^) = 0. 



Lorsque le point p, situé sur la courbe en est un point simple, 
sur chaque sécante un facteur r^ est nul ; tous les termes qui 
contiennent ce facteur s'évanouissent, les autres admettent le 
facteur r — r^ ou r; la polaire passe donc par le point p. Si la 
sécante devient tangente à la courbe, un second facteur r^ de- 
venant nul, l'équation précédente admet le facteur r au carré, 
et par conséquent la tangente à la courbe est aussi tangente à 
la polaire. Ainsi toutes les polaires d'un point situé sur la courbe 
passent par ce point et sont tangentes à la courbe en ce point. 

Lorsque le point p, situé sur la courbe en est un point multiple 
d'ordre k, sur chaque sécante h les facteurs r^^ r^^ .... Vj^ sont 
nuls; si n est plus petit que ft, l'équation de la polaire se réduit 
à une identité ; si n est égal ou supérieur à fc, l'équation de la 
polaire contient le facteur r'', d'où l'on conclut que le point p est 
aussi sur chaque polaire un point multiple d'ordre k. Les tan- 
gentes à la courbe proposée au point multiple sont aussi tan- 
gentes à la polaire. Il est bon de remarquer que la polaire du 
degré k est un système de fc droites; savoir, les tangentes à la 
courbe au pohit multiple. Par exemple, la polaire conique d'un 
point double se compose de deux droites, les deux tangentes à 
la courbe. 
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REMARQUES SUR LA CLASSE d'UNE COURRE. 

192. — On obtient les points de contact des tangentes me- 
nées du point p à une courbe du degré m en cherchant les points 
où la courbe est coupée par la première polaire du point p; la 
classe est donc au plus m{m — i). Mais l'existence des points 
multiples abaisse la classe. Si la courbe a un point double, la 
première polaire passe en ce point qui comptera pour deux points 
d'intersection; ainsi chaque point double abaisse la classe de 
deux unités. 

Lorsque les deux tangentes au point double a coïncident, la po- 
laire touchant la tangente double, le point a comptera pour trois 
points d'intersection; ainsi un point de rebroussement abaisse la 
classe de trois unités. 

Supposons que la courbe ait un point multiple a d'ordre ki 
ce po'nt est sur la polaire un point multiple d'ordre k — i ; 
chaque branche de la polaire détermine sur la courbe k points 
d'intersection qui se confondent en a ; ce point comptera donc 
pour k{k — i) points d'intersection; ainsi un point multiple 
d'ordre k abaisse la classe de k(k — i) unités, 

CONDITIONS POUR QU*UNE COURRE AIT UN POINT DOURLE. 

198. — Soit f{x^y^z) = o l'équation de la courbe en coor- 
données homogènes. Il faut que les trois équations du degré 

m — 1 

DJ==o, D/=o, DJ=o, 

soient compatibles. L'équation résultante à laquelle on par- 
viendra par l'élimination de a?, y, z sera du degré 3(tn — i)' 
par rapport aux coefficients ; car les équations précédentes étant 
du degré m — i , les coeflScients de chacune d'elles entreront 
dans le résultat au degré (m — 1)% par conséquent le degré 

final de l'équation de condition sera 3 (m — !)•• 

i3 
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Cherchons, par exemple, la condition pour qu'une conique 

\x'' +A'» + A"£' 4- 2Byz + ^Vzx + 'iB"xy = o 

se décompose en deux droites, c'est-à-dire ait un point double. 
Il faudra élimina or, y, z entre les trois équations 

Aar + B"f/ + B'z = p, 
A"2 + B'x+ By = o; 

en égalant à zéro le déterminant, on obtient l'équation de con- 
dition 

AA'A" — AB« — A'B" — A'^B"* + aBB'B'^ = o , 

qui est effectivement du troisième degré, 

194, -^ Si une courbe donnée a un point d'inflexioRf en pre- 
nant ce point pour pôle, toutes les polaires passent par ce point. 
La polaire conique qui a alors trois points communs avec la tan- 
gente, se décomposa nécessairement en deux droites, en sorte 
que la recherche des points d'inflexion de la courbe revient à 
celle des points popr lesquels la polaire conique se décompose 
en un système de deux droites. 

RECHERCHE DES POINTS d'iNFLEXION. 

195. — Supposons que le pôle p coïncide avec un point d'in- 
flexion de la courbe proposée; si la sécante menée par le point p 
devient tangente à la courbe, trois points d'intersection coïn- 
cident, trois facteurs r^, r^, r, sont nuls, et l'équation 

admet le facteur r'. Lq, point p est donc un point d'inflexion sur 
chacune des polaires. 
Si l'on considère en particulier la polaire conique, l'équation 
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précédente se réduisant à une identité, la tangente fait partie 
du lieu qii se décompose ainsi en deux droites. La recherche des 
points d'inflexion se ramène donc à la recherche des points dont 
les polaires coniques se décomposent en deux droites. La polaire 
conique d'un point dont les coordonnées sont 0?^, y^, «^ a pour 
équation 

en appliquant la condition trouvée précédemment pour que cette 
conique se décompose en deux droites et effaçant l'indice zéro, 
on a l'équation 

(2) D^D^D^ - d^dv)* - d%{ds,)' - d\{d\y 

+ 2D\.DS,D*^ = 0. 

Les points d'inflexion sont donnés par l'intersection de cette 
courbe du degré 3 (m — 2) et de la courbe proposée. Ainsi le 
nombre des points d'inflexion ne peut surpasser 3m (m — 9). 

196. — L'existence des points multiples réduit le nombre des 
points d'inflexion. 

Nous avons vu que la polaire conique d'un point double, 
comme celle d'un point d'inflexion, est un système de deux 
droites ; les points doubles de la courbe proposée appartiennent 
donc à la courbe (2) ; mais en outre, chacun d'eux est sur cette 
courbe un point double, car si l'on prend pour origine le point 
double et pour axes de coordonnées les deux tangentes à la 
courbe en ce point, l'équation de la courbe peut s'écrire, en 
coordonnées homogènes 

.T/yz*""^ -|- Wj2*^""** + -f- w^ = o. 

Les deux derniers termes dans l'équation (2) donnent la 
partie la plus élevée par rapport à z, et cette équation se met 



196 LIVP.E HT. — CHAP. JV. 

SOUS la forme 

[m — i) (wi — 2)x'yz'*^' + i^aS***'® + •... = ^>. 

Par conséquent l'origine est un point double de cette courbe, 
et les deux tangentes en ce point sont les mêmes que celles de 
la courbe proposée. Pour ces deux raisons, la courbe (a) a six 
points communs avec la courbe en ce point; donc chaque point 
double réduit de six unités le nombre des points d'inflexion. 

Lorsque les deux tangentes au point double coïncident, ce 
point est sur la courbe (2) un point triple. En efiet, dans ce cas, 
en prenant ce point pour origine, et pour axe des x la tangente 
en ce point, on peut mettre* l'équation de la courbe sous la 
forme 

yÎ2«-« + MjS^-'-f- + t/„ = O. 

Il est facile de voir que les deux termes 

fournissent la partie la plus élevée en z dans l'équation (2) qui 
devient 

2{m— 1) (m — 2) D^'w,y V»-' + v^s*"»'^* + = 1 

On voit ainsi que l'origine est un point triple. 

Deux branches sont tangentes à la droite y = o, la troisième 
à la droite D',u, = o ; la dernière coupe la courbe proposée en 
deux points qui coïncident avec le point double, chacune des au- 
tres en trois points, ce qui fait en tout huit points d'intersec- 
tion; le nombre des points d'inflexion est donc réduit de huit 
unités. 



CHAPITRE V. 

lÉstudo des courl>e8 du. troialème degrë. 



197. — La meilleure classification des courbes du troisième 
degré repose certainement sur la considération de la classe de 
ces courbes. Nous avons vu dans la théorie des pôles et des 
polaires, quelle est Tinfluence des points multiples sur la classe 
d'une courbe; l'étude que nous en avons faite nous permettra 
de diviser nettement les courbes du troisième degré. 

On peut partager les courbtss du troisième degré en trois caté- 
gories. 1° Les courbes qui sont de la sixième classe, c'est-à-dire 
celles qui n'ont aucun point double. 2* Les courbes de la qua- 
trième classe, que nous di miserons en deux groupes, le premier 
contenant les courbes qui ont un point double ordinaire ou nœud, 
le second contenant celles qui ont un point conjugué ou isolé. 
5^ Les courbes de la troisième classe, c'est-à-dire celles qui sont 
caractérisées par un point de rebroussement. 

Cette classification repose sur des propriétés fondamentales de 
la courbe. Une autre classification qui serait fondée comme celle 
des coniques, sur le nombre des branches infinies de la courbe, 
aurait le désavantage de ne pas établir de différences caracté- 
ristiques, car la perspective les fait disparaître» 

DES FORMES DE L*ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ. 

198. — Une courbe du troisième degré peut être représentée 
par l'équation : 

a?Y — Aa'j^Y' = 0. (1) 
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En effet, cette équation contient treize constantes, et comme 
neuf suffisent, on voit qu'une équation quelconque du troisième 
degré peut être ramenée à cette forme d'une infinité de manières. 

Cette équation est susceptible d'une interprétation géomé- 
trique; elle signifie que le produit des distanœs d'un point quel- 
conque d'une courbe du troisième degré à trois droites fixes est au 
produit des distances de ce même point à trois autres droites fixes 
dans un rapport constant. De ces six droites, deu>x sont arbi- 
traires. 

Tltéorème. 

199. — Si une conique passe par quatre points fixes sur une 
courbe du troisième degrés la droite qui joint les deux autres points 
d'intersection passe par un pofnt fixe situé sur la courbe. 

Soient a, 6, c, d quatre points pris à volonté sur la courbe du 
troisième degré (fig. io5). Je mène par ces 
quatre points une conique quelconque, qui 
coupera la courbe en deux autres points m, n. 
Si a = o, p=:o, a' = o, P' = o désignent les 
équations des côtés a6, cd, 6c, ad du qua- 
drilatère a5cd, la conique est représentée 
Fig. io5. par l'équation 

«p ^ WP' = o. 

D'ailleurs l'équation de la courbe du troisième degré peut 
être mise sous la forme 

«pv — fc'a'pY = ; 

car la courbe passe déjà par les quatre points a, 6, c, d et les 
facteurs y, y', ft contiennent cinq autres paramètres arbitraires. 
En cherchant les points d'intersection des deux courbes, on 
obtient l'équation : 
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L'équation 

ife'Y — fiff' = o 

est donc celle de la droite qui joint les deux points d'intersec- 
tion m et n. On voit que cette équation est satisfaite par : 

Y=o, V=o, 

c est-à-dire par les coordonnées d'un point fixe p situé sur la 
courbe. 

200. — Une courbe du troisième degré peut aussi être repré- 
sentée par Téquation 

«?ï-Aa'Y = o; (2) 

que Ton obtient en supposant que deux droites a'=o, P'=o de 
la forme précédente coïncident* 

Cette équation contient onz^ constantes, de sorte qu'une équa- 
tion du troisième degré peut y être ramenée d'une infinité de 
manières. L'une des cinq droites est 'arbitraire. Les trois droites 
qui ont pour équations : 

sont tangentes à la courbe, et leurs points de contact sont sur 
la droite représentée par a'=o. 

De cette forme résulte immédiatement un théorème que nous 
avons démontré en traitant des transversales : Si aux points où 
une droite quelconque coupe une courbe du troisième degrés on 
mène des tangentes^ les trois points où ces tangentes coupent la 
bourbe sont en ligne droite. 

Réciproquement, si de trois points en ligne droite pris sur une 
courbe du troisième degrés on mène des tangentes à cette courbe^ 
les points de contact de ces tangentes avec la courbe sont trois à 
trois en ligne droite. 



200 
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Tltéorème de Maclanrinu 



201. — 5t d'un point kpris sur une courbe du troisième degrés 
on mène des tangentes à celle courbe, par les quatre points de con- 
tact a^ a^, a^, a^ passent trois couples de droites dont les centres 
Ci^c,, c, sont siliAès sur la courbe , et les tangentes en ces trois 
points passent par le point C où la tangente en Â rencontre la 
courbe. 
Ce théorème est une conséquence du précédent. Supposons que 
des trois points en ligne droite, deux 
coïncident en A (fig. 106); menons les 
tangentes Aa,, Aa,, Aa,, Aa^ à la courbe ; 
menons de même les tangentes Gc^, Ce,, 
Gcj à la courbe, il est clair que la droite 
c^a^ qui joint les points de contact des 
deux tangentes Aa^ Cc^ passe par un au- 
tre point a,, qui est le point de contact 
d'une tangente menée de A à la courbe. Il en est de même des 
droites c^a^^, c^a^, c,a,, ce qui démontre le théorème. 




Fig. 106. 



Tltéorème. 



202: — Si Aj, A,5 A3, A^ et B^, B,, B3, B^ sont deux faisceaux 
de tangentes ayant leurs sommets k et h en deux points de la 
courbe j les droites qui joignent les points de contact des tangentes 
du premier faisceau aux points de contact des tangentes du se-* 
cond se coupent deux à deux sur la courbe. Les tangentes aux 
points ainsi obtenus passent par un point fixe G, situé à Vinter- 
section de la droite AB a^)ec la courbe. 

Ge théorème n'est qu'une extension du théorème précédent. 
La démonstration est fondée sm- le même principe. En effet, 
nous savons que les points de contact des tangentes menées des 



ÉTUDE DES COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ. 201 

points A, B, G, sont trois à trois en ligne droite; cela suffit pour 
rendre la proposition évidente, 

203. — La droite qui joint les points de contact des droites A, 
et Bj passe par le point de contact de la droite G,, une des tan- 
gentes menées du point G à la courbe; supposons maintenant 
que les droites de chaque faisceau soient désignées de façon que 
la ligne joignant les points de contact des droites A, et B, passe 
aussi par le même point de contact, alors l'équation de la courbe 
sera de la forme 

«Py — 6*£ = o , 

S=:o représentant la corde des contacts D, €=o, la droite AB. 
Mais on peut encore l'écrire, d'après ce qui précède 

a'p'Y — 8'«s = o , 

8' == o représentant la nouvelle corde des contacts. 
On doit donc avoir identiquement 

Y(ap~a'P') = H5'-n. 

Or le second membre se décompose en trois facteurs li- 
néaires, donc on doit retrouver ces facteurs dans le premier 
membre. 

La conique représentée par l'équation 

ap — a'P' = o, 

est circonscrite au quadrilatère formé par les droites A^ A, , Bj,B,, 
et comme elle doit se réduire à un système de deux droites, 
l'une de ces droites est représentée par e=o; l'autre qui joint 
les intersections des droites A^, B, et A,, B^, sera représentée 
par Tune des équations 

8 + 8' = o, 

8 — S' = o. 
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Enfio la droite G^ eera représentée aussi par Tune de» équations 

§ 4- 8' = 0. 

On voit ainsi que le point de contact de G, est le Sommet 
d'un faisceau harmonique formé des cordes de contact D et D', 
de la tangente G^ menée du point G à la courbe, et de la droite 
qui joint les intersections des tangentes A^, B, et A,, B^. Ces 
deux dernières droites sont les bissectrices des angles des cordes 
de contact. — Dans le cas du théorème de Maclaurin, où les 
point» A et B coïncident, on a au point de contact de G^ un 
faisceau harmonique formé des droites D, D', G^ et de la droite 
menée du point A au point de contact de cette dernière, 

204. — Pour terminer ce qui est relatif à la forme 

nous ferons remarquer que si Ton éloigne la droite des contacts 
à rinfini, les droites dont les équations sont a=o, ^ = 0,7 = 
deviennent les asymptotes à la courbe, et Téquation devient 

ce qui donne un théorème qu'on peut énoncer ainsi : 

Les trois points où les asymptotes d'une courbe du troisième 
degré œupent la courbe sont en ligne droite^ et le rapport du 
produit des distances d'un point quelconque de la courbe aux 
asymptotes^ à la distance de ce même point à cette droite est 
constant. 

205. — Une courbe du troisième degré peut encore être re- 
présentée par l'équation 

«Py — ft8«=o, (3) 

qui renferme neuf paramètres arbitraires. Les trois droites dont 
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les équations sont a^o, ^=0, y=o, sont les tangentes aux 
points d'inflexion de la courbe situés sur la droite 8:rro. On en 
conclût qu'une courbe du troisième degré a au mcins troict 
points d'inflexion ; l'un au n?oins est réel, car, si deux sont ima- 
ginaires conjugués, le troisième est réel. 

Mais cette forme est encore l'expression du théorème suivant : 
te cube de la distance d'un point de la courbe à la droite qui 
passe par trois points d'inflexion est dans un rapport con- 
stant avec le produit des distances aux tangentes aux trois 
points d'inflexion, 

206. — Voici encore une autre forme, qui a aussi rapport 
aux points d'inflexion 

aa« + 6?« + a' — rfa?Y = o. (4) 

Cette équation renferme nel^f constantes, dont trois servent de 
coeflicients, on peut introduire deux de ces coefficients dans les 
polynômes linéaires a, p, y, et mettre l'équation sous la forme 

Ghacime des droites a=o,p=:o,Y=io, passe par trois points 
d'inflexion. En effet, si l'on représente par ô une des racines 
imaginaires de l'équation 6' = i , l'équation peut être mise sous 
la forme 

(rfa + p + -f ) (rfa + ep + Ô'ï) (rf« 4- Ô*P + ÔT) = (rf^ - 0«', 

et l'on reconnaît que la droite a=o passe par trois points d'in- 
flexion réels ou imaginaires. Il en est de môme des deux autres 
droites p=:o et y=o. 

207. — Si dans la forme (3), on suppose que la droite 8s=o 
passe par le point de rencontre des deux droites a=o, P = o, 
on obtient une équation de la forme 

««pT-*(a + Xp)» = o. (5) 
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qui ne renferme plus que huit constantes. Le point d'intersec- 
tion de ces deux droites est un point double, et ces droites sont 
les tangentes à la courbe en ce point. De plus la droite représen- 
tée par 

a + Xp = o. 

passe par un point d'inflexion, et la droite y= o est la tangente 
en ce point. Ainsi dans ce cas, la droite des contacts passe par 
un point double et par un point d'inflexion. Cette forme con- 
vient aux courbes de la quatrième classe. 

208. — Si dans la formule (3) on suppose que deux facteurs 
linéaires a,p coïncident, on obtient l'équation 

a»T— /i'o*=0, (6) 

où il n'y a plus que sept constantes. Cette forme convient aux 
courbes du troisième degré qui ont un point de rebroussement. 
La droite a=o est la tangente double; quant au point de re- 
broussement, il se trouve sur cette droite et sur la droite des 
contacts 8 = o. Il y a en outre un point d'inflexion situé sur 
cette droite; l'équation y=o représente la tangente à la courbe 
en ce point. Cette forme convient aux courbes de la troisième 
classe. 

209. — L'équation générale des courbes du troisième degré 
qui passent par sept points donnés est 

S + S' + //S" = o. 

Dans cette équation. S, S', S" sont les premiers membres des 
équations des trois courbes particulières du troisième degré pas- 
sant par les sept points donnés. 

L'équation ne renfermant que deux constantes, on pourra, en 
donnant les coordonnées de deux points par où passe encore la 
courbe, déterminer k et k' au moyen de deux équations du pre- 
mier d^é. — La courbe sera alors parfaitement déterminée. 
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Parmi les courbes particulières passant par les sept points don- 
nés, on prendra les plus simples, par exemple la conique pas- 
sant par cinq des points donnés et la droite passant par les 
deux autres, 

POLAIRE HARMONIQUE D'UN POINT D*INFLEXI0N. 

210, — On a VU que la polaire conique d'un point d'inflexion 
d'une courbe algébrique se décompose en deux droites dont l'une 
est la tangente au point d'inflexion. Ce résultat appliqué au troi- 
sième degré fournit un théorème analogue au théorème fonda- 
mental des polaires dans les coniques. 

Considérons un point p situé sur la courbe; la polaire conique 
de ce point est le lieu des points pour lesquels on a la relation 

\r'^rj\r rj^\r~7j \r~rj'^\r rj\r~rj "" ^' 

r,, f,, r, désignant les longueurs des rayons interceptées entre 
le pôle et la courbe. Cette relation peut encore s'écrire. 



ou 



+ --l_ = o 



Il 11 11 

OU 



7\ — r r, — r r, — r 



'3 ' '2 

En supprimant le facteur commun r, et faisant r,=o il vient 



d'où 



ÎJCZl + îlZlZ^o; 



^=.1 + 1. 
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C'est la relation qui définit le point conjugué harmonique p' 
du point p par rapport aux deux autres points d'intersection de 
la sécante et de la courbe, On en conclut que I0 lieu du point 
conjugué harmonique d'un point p' situé sur la courbe e$t la po- 
laire conique de ce point. 

211. — Si le point p est un point d'inflexion, la polaire co- 
nique se réiiuisant à deux droites dont Tune est la tangente à 
la courbe, le lieu est la seconde droite. Ainsi, le lieu du point 
conjugué harmonique d*un point d'inflexion est une ligne droite. 
Cette droite s'appelle la polaire harmonique du point d'in- 
flexion. 

La polaire conique d'un point p, par rapport à une courbe du 
troisième degré, a pour équation 

{^o^x + yoi>y + 2<P^) f[^^ y> z) = o 

ou 

(«oDa+ PoI>P+ YoÏ>t)/K p. ï) = 0. 

Si l'or, met l'équation de la courbe sous la forme (n« 2o5) 
«Pt — ^'S» = o, 
l'équation de la polaire conique devient 

«oPï + PoT^' + ïo«P — 3A5o^^ = <>. 

Lorsque le pôle coïncide avec un point d'inflexion (a^^=o, 80=0) , 
cette équation se réduit à 

«(Poï + YôP) = o; 

elle représente deux droites, l'une est la tangente a = o au point 
d'inflexion, l'autre 

PoT + ToP = o 

la polaire harmonique de ce point. On voit que la polaire har- 
monique d'un point d'inflexion n'est autre chose que la polaire 
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harmonique de ce point par rapport au système des deux droites 
^=0, 7 =s=o, tangentes aux deux autres points d'inflexion situés 
sur la droite 8 = 0. 

212. — La considération de la polaire harmonique dans les 
courbes du troisième degré donne lieu à des théorèmes analogues 
à ceux que nous avons vus pour les coniques. 

Ainsi i"" les droites qui joignent les extrémités de deux rayons 
menés par le pôle se coupent sur la polaire. 

2° Les tangentes menées aux extrémités d*un rayon passant 
par le pôle se coupent sur la polaire. 

On sait que d'un point donné on peut en général mener six 
tangentes à une courbe du troisième degré. Les points de 'con- 
tact de ces tangentes sont situés sur la polaire conique du point 
donné. 

Si le point donné est d'inflexion, on n'en peut plus mener que 
trois; alors les points de contact sont sur une ligne droite qui 
est la polaire harmonique, 

Donc la polaire harmonique passe par Us points de contact des 
trois tangentes menées du point d'inflexion. Si la courbe a un 
point double, on sait que la polaire conique passe par ce point. 
Par conséquent, ce point se trouve aussi sur la polaire harmo- 
nique. 

Vltéorème. 

213. — Si ton joint le point d*inflexion^ aux trois points a,b, c 
où une droite coupe la courbe^ les trois autres points a', b', c' 

d'intersection sont en ligne droite. 

En effet, les droites ab et a'b' se coupent 
sur la polaire harmonique P (fig, 107). Il 
en est de même des droites oc, aV; donc 
les trois points a\ b\ é sont en ligne 
droite. 

Pig. loT. ' GoROUAïRE. -^ !• 5i par le point d'in» 

flexion p on mène une droite oaa' et les tangentes aux points où 
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cette droite coupe la courbe^ ces tangentes rencontrent la courbe 
en des points c, c' qui sont en ligne droite avec le point d* in- 
flexion. 

Il suffit de supposer que deux points a et 6 coïncident dans le 
théorème précédent. 

2** Les trois points d'inflexion réels d'une courbe du troisième 
degré sont en ligne droite. 

En supposant que les trois points a, 6, c coïncident, on voit en 
effet que les trois points a\ b\ c' coïncident aussi sur la droite pa. 

On voit en outre que les tangentes à deux quelconques des 
points d'inflexion se coupent sur la polaire harmonique du 
troisième. 

Tliéorèine. 

21i. — Si par un point d'inflexion p on mène trois rayons 
qui rencontrent la courbe aux points a^ja,, bj,b,, c,,c,, toute 
courbe du troisième degré passant par les sept points p, a^, a,, b^ 
b,, Cp c^ admet le point p pour point d'inflexion. 

En eflet, les trois rayons qui partent du point p rencontrent 
la polaire harmonique en trois points a, 6, c; ces trois points 
appartiennent à la polaire conique du point p relativement à 
chaque courbe passant par les sept points. Cette conique se dé- 
compose donc en deux droites et le point p est un point d'in- 
flexion. 

215. — Nous avons vu que le nombre des points d'inflexion 
d'une courbe de degré m est au plus 5m (m — 2) ; par conséquent 
une courbe du troisième degré a en général neuf points d'in- 
flexion, dont trois réels au plus. Si on joint l'un d'eux à quatre 
autres, on a quatre droites sur lesquelles se trouvent les quatre 
derniers. Si une courbe du troisième d^gré est décrite par ces 
neuf points, elle admet ces neuf points pour points d'inflexion. 

Le nombre total des droites qui joignent les points d'inflexion 
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est fadie à obtenir; car, des droites guipassent par trois points 
d'inflexion, quatre passent par chaque point; donc leur nombre 

RÉDUCTION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU TROISIÈME DEGRÉ 
A UNE FORME SIMPLE. 



216. Nous avons vu que toute courbe du troisième degré 
a au moins un point d'inflexion réel; soit p ce point et P 
sa polaire harmonique. Si on rejette à l'infini le point p et la 
tangente I en ce point, on aura un système de cordes parallèles 
divisées en deux parties égales par la polaire harmonique. On 
pourra effectuer cette transformation au moyen des diverses 
méthodes que nous avons exposées. Si 
on se sert de l'homologie, il faudra pren- 
dre un axe d'homologie parallèle à la 
tangente au point d'inflexion. Gela re- 
vient, comme nous avons vu, à faire une 
perspective de la figure, sur un plan pa- 
Fig. 408. rallèle au plan mené par le point de vue 

et la tangente I au planp (fig. 108). 

Prenons dans le plan du tableau deux axes de coordonnées, 
la polaire harmonique pour axe des x et une parallèle aux 
cordes pour axe des y. L'équation ne devant contenir que la 
seconde puissance de y, sera de la forme 

D'ailleurs il ne peut y avoir d'asymptotes situées à une 
distance finie, car la droite I ne rencontrant la première courbe 
qu'au point p, les tangentes aux points à l'infini sont rejetées à 
l'infini. 

On a donc A = 0, et l'équation de la courbe devient 

44 
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Celte form? Foprésepte ^ courbes dites pQf§b0liq^H qui se 
composBQt 4q branchesi m^es &^m asymptoteGit Toutes les 
courbes du troisième degré peuvent être regardées comme les 
perspectives de ces courbes. 

Étudions maintenant la forme de ces courbes. 

217. — On peut supposer le coefficient A positif, sans quoi 
on changerait le sens de Taxe des x. La discussion de la courbe 
donne trois dispositions particulières qui peuvent rentrer dans 
la division générale des courbes du troisième degré, que qous 
givoîis indiquée au commencement du djapit^e. 

I® Courbes ie la sixième cla$sef — On peut les diviser en deu^ 
espèces, suivant que le polynôme du troisième degré en a? 9. 
toutes pes racines réelles et inégales, ou iine réelle seuleqient* 

Soient a, 6» Çj les racines de ce polynOmeégal à zéro, on peut 

écrire ; 

y*=A{a: — a){x — b){x — c). 

Supposons ces racines réelles, et soit a <b<c. On obtient une 
première espèce de courbe (iig. i og) qui se compose d'une boucle 
ou ovale, et de deux branches infinies; 
on voit, M effet, que l'ordonnée est ima- 
ginaire quand x varie de — oo à a, réelle 
quand x vsne de a à 6, imaginaire quand 
X varie de 5 à e, et réelle quand x varie 
ïig. 109. ' de c à + PO • D'un point extérieur, on 
peut mener six tangentes, dont deux à l'ovale. — Cette première 
espèce possède trois points d'inflexion réels dont un est à l'infini. 
On obtient la seconde espèce en supposant deux racines 6 et c 
imaginaires. Dans ce cas, l'ordonnée est imagi- 
naire quand x varie de oo à a, et réelle quand x 
varie de a à l'infini. La boucle disparaît (fig. 1 1 o) , 
et il ne reste que deux branches infinies symér- 
triques de côté et d'autre de l'axe des x. — Il 
Fig. lie. y ^ également trois points d'inflexion réels 
comme précédemment. 
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Fig. 111. 



2* Courbes de la qtLatriénte classe. — On obtient cette variété 
de courbes en supposant que le polynôme du 
troisième degré a deux de ses racines égales. 
Elle se divise encore en deux espèces suivant 
que cette égalité a lieu entre les deux plus pe- 
tites ou les deux plus grandes. Si a = 6, on 
obtient un point isolé et deux branches infi- 
nies. Il y a trois points d'inflexion réels (fig. m). 

Si 6 = c, la boucle se joint au reste de la courbe (fig. .112); 
on a ainsi un point double et deux branches 
infinies. Cette espèce n'a qu'un point d'in- 
flexion : il est à l'infini. 

3° Courbes de la troisième classe. — Si 
enfin les trois racines sont égales, la 
courbe présente un point de rebrousse- 
ment et affecte la forme indiquée dans 
, la figure 1 1 3 ; comme précédemment il 
n'y a qu'un point d'inflexion qui est 
à l'infini. 

Fig. 113. 




GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE. 
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CHAPITRE I. 

Pôles et plans polaires. 



RAPPORT ÀNHARMONIQUE. 

218. — L'extension des théorèmes qui ont été donnés en géo- 
métrie plane pour le rapport anharmonîque des faisceaux de 
droites, au rapport anharmonique des faisceaux de plans se fait 
sans difficulté. Ainsi : 

Le rapport anharmonique des quatre points ditertninis sur une 
droite quelconque par un faisceau de quatre plans passant par 
une même droite est constant. 

Considérons, en effet, deux sécantes, et par chacune d'elles 
faisons passer un plan ; ces plans couperont chacun le faisceau 
de plans suivant un faisceau de droites dont le rapport anhar- 
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monique est égal à celui de la sécante par laquelle passe le plan. 
Mais les deux faisceaux de droites ainsi déterminés ont une 
sécâtite (Sommune» qui est la droite d'interâettion de leut-s plans ; 
leur rapport anharmonique est donc le même, et, par suite aussi, 
le rapport anharmonique des quatre points situés sur l'une des 
sécantes est égal au rapport anharmonique des quatre points 
situés sur l'autre. 

Ce rapport anharmonique constant des quatre points déter- 
minés sur une sécante qufelconcjUe pat un faisceau de quatre 
plans, est dit le rapport anharmonique du faisceau, 

Lorque le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre plans 
est égal à — i , les plans sont dits former un faisceau harmo- 
nique. 

219. — Systèmes homographiques. — Involution. — Deux fais- 
ceaux, dans lesquels les plans se correspondent d'une manière 
déterminée, sont dits homographiques, lorsque le rapport anhar- 
monique de quatre plans quelconques du premier faisceau est 
égal au rapport anharmonique des quatre plans correspondants 
du second. 

Si deux faisceaux homographiques ont le même axe, c'est-à- 
dire passent par la même droite et que deux plans a et o' soient 
conjugués réciproques ^ c'est-à-dire tels que a considéré comme 
appartenant au premier faisceau ait pour correspondant a' dans 
le second, et que a' considéré comme appartenant au premier 
faisceau ait pour correspondant a dans le second, tous les plans 
seront conjugués deux à deux et ce système sera dit en invo- 
lution. 

Gela résulte immédiatement de ce que le système des deux 
faisceaux est coupé par une droite en un système de points en 
involution. 

Dans un faisceau en involution, il y a deux plans doubles cor- 
respondants aux deux points doubles du système de points en 
involution sur la sécante. 
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Dent plâtië ôôhjti^és îotm&A &vec léâ deut pïms dcMbles un 
faisceau harmonique. 

Il n'y a plus rien de correspondant, dans les faisceaux en invo- 
lution, au centre d'involution dans les systèmes de points en 
involution sur une droite. 

PÔLE ET PLAN POLAIRE. 

$20. -^ ÉquaUim du plan tàngéHt à une sutfàtè* -«- Noue 
sâvond que le plan tangent en uh point œ, y^ » d'une suriiaee 
quelconque 

a pour équation 

(x-^)r.+(Y-s)rv+{z-^)r.=o. 

L'équation de la surface peut s'écrire 

si t est égal à i , ou encore si l'on multiplie par r, m étant le 
degré de l'équation 

f[Xy y, z, t) = 0. 

Mais alors f est une fonction homogène du degré m par rap- 
port aux lettres x^ y, z, ^; on a donc identiquement, d'après le 
théorème des fonctions homogènes, 

et comme le p(ûnt Xf y^ z est un point de la wrfacei on a 

xr.+yry+^f\=-trr 

Si Ton substitue dans Téquation du plan tangent» en remplar- 
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çant ^ par T pour symétrie d'écriture, T étant du reste égal à i 
comme U cette équation devient 

221. — Forme particulière de Véquation du plan tangent pour 
les surfaces du second degré. — Si f (a?,y,«,^) est une fonction 
homogène du second degré, f «, fy^ f ,, f, seront des fonctions 
homogènes du premier degré en a?, y, Zy t, et comme f ^,=/"^, 
si Ton forme un tableau des coefficients des dérivées f^, f^^ 
f,y ft ordonnées par rapport aux lettres x^ y» z, t^ ce tableau 
sera symétrique par rapport à la diagonale. 





X 


V 


z 


< 


/". 


tt 


p 


Y 


S 


n 


p 


P' 


ï' 


S' 


r. 


Y 


y 


T" 


8" 


A 


S 


8' 


8" 


8" 



De cette symétrie résulte l'identité 

^T. + i/f'y + ^'A + ^'A = ^A' + y rV + ^/'.' + ^/ V, 

car dans les deux membres le coefficient de a/js est y 

(Il est évident que la démonstration de cette identité s'applique 
à une fonction homogène du second degré à un nombre quel- 
conque de variables). 

Il résulte de cette identité que l'équation du plan tangent à 
une surface du second degré, en un point x\ y', jz', peut se 
mettre sous la forme 
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222. — Plan de contact relatif à un point* — Par un point 
extérieur à une surface, on peut mener une infinité de plans 
tangents à cette surface; l'enveloppe de ces plans est un cône 
circonscrit à la surface. Si a?,y,« est un point de contact de ce 
cône, le plan tangent à la surface doit passer par le point con- 
sidéré x\y\z'; on a donc les équations 

pour déterminer la courbe de contact. 

Il résulte de là, que pour une surface du second degré, la 
courbe de contact relative à un point est dans un plan dont l'é- 
quation s'obtient en écrivant l'équation du plan tangent comme 
si ce point était sur la surface. 

228. — Classe d'une surface. — Par une droite on peut mener 
un nombre limité de plans tangents à une surface; ce nombre 
définit ce qu'on appelle la classe de la surface. 
Il est facile de déterminer quelle est, en général, la classe 
. d'une surface de degré m. Les plans tangents qu'on peut mener 
à cette surface par une droite donnée sont, en effet, les plans 
tangents menés par cette droite au cône ayant pour sommet un 
de ses points et circonscrit à la surface. Mais le cône circonscrit 
à une surface a pour directrice la courbe de contact relative à 
son sommet, courbe qui résulte de l'intersection de la surface 
proposée par la surface représentée par l'équation 

Cette équation est du degré m — i , la directrice du cône est 
donc en général du degré m {m — i), et par suite il en est de 
même du cône. 

Or le nombre des plans tangents que l'on peut mener à un cône 
du degré m {m — i) par une droite passant par son sommet est 
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égal au nombre de tangentes que Ton peut mener d'un point 
à une courbe plane du même degré» Le nombre cherché^ et 
par suites la classe d'une surface de degré m est dotic^ €» 
général^ 

m{m — ï)[m(m — i) — ' i]< 

224. — On appelle plan polaire d'un point par rapport à une 
surface du second degré, le lieu de son conjugué harmonique, 
sur les sécantes menées de ce point, par rapport à leurs points 
d'intersection avec la surface. 

Inversement un point est le pôle de son plan polaire. 



Tlftéerènie I. 



Le plan polaire d'un point par rapport à une êurface au second 
degrés est le plan de contact relatif à ce point* 

Gela résulte immédiatement de ce que, si par le point consi- 
déré on mène un plan quelconque, Tinterseclion du lieu cher-" 
ché par ce pUn est la corde de contact relative au point par 
rapport à la section* 

On peut encore démontref ce théorème par le calcul suivant, 
analogue à cfelul qui à été employé eh géométrîe plaUé •. 

Soit f{Xiy,z) = o î' équation de lasui'face; aJcî/o^^o le poîfi 
considéré P. Par le point P on mène une sécante quelconque 
dont les équations sont 

a p Y 

La valeur commune r de ces trois rapports exprime comme 
on ssttt la distance d'un point quelconque x,y,« de la sécante 
au point Xo.Vç, «o, ou P. Si x, y, z désignent en particulier les 
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pointa de i-ehcontrfe âe k sécante avec la surface, on aura 

ou 

n^o . yo» ^0 ) + («r. + ?fy + Y A )r + Ar* = , 

A étant une fonction de a,p,Y, Cette équation donne les distances 
r', r'' du point P aux points de rencontre de la sécante avec la 
surface. Mais si r désigne la distance du point P au point du 
lieu situé sur la sécante, on a 

r r*^ r"' 
et par suite, 

. ,,. • •• • 



^ A^o » yo > ^( 



Comme le poîlit du lieu est situé sur là sécante, on B,ar=x — a?o, 
pr = î/ — j/o» '^rsrzz — ^o» et par suite l'équation du lieu 
est 

(^ — x^fx^ + (y — yjf yo + (« — ^e) Ao + a/*(«è > y«* «o) = o. 

Si Pon introduit dans la fonction f la lettre t, qui rend cette 
fonction homogène et que nous supposerons égale à i , on a , 
d'après le théorème des fonctions homogènes, 

O O O O 

& l'on «ubstitue dans l'équation précédente, elle devient 

^r.^ + yf\^ + «A + ^A. = 0, (i) 

ce qui prouve que le lieu cherché, ou le plan polaire du point P, 
est bien le plan de contact relatif à ce point. 

226« >^ Le pôle d'un plan dont Téquation est 
Aa? + By+C:ç + D = o 
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est le point â?o9yof ^o dont le plan polaire a pour équation l'équa- 
tion précédente; mais, comme le plan polaire du point x.jt/oyZ^ 
est représenté par l'équation (i), l'identification donne, pour 
déterminer Xo.yo^Zo, les trois équations du premier degré 



A. fV A. A 



• 



Â B C D 



Tliéorèiiie II. 



226. — le plan polaire d'un point par rapport à une surface 
à centre est parallèle au plan diamétral conjugué du diamètre 
qui passe par ce points et ce diamètre est moyen proportionnel 
entre les distances du centre au pôle et à son point de rencontre 
avec le plan polaire. 

Ce théorème résulte immédiatement du théorème analogue en 
géométrie plane par des considérations identiques à celles qu'on 
a employées au commencement du n" 224. 

Il résulte de là que, dans le cône, un point a pour plan po- 
laire le plan diamétral conjugué du diamètre qui passe par ce 
point; par suite, si un angle triédre ayant pour sommet le som^ 
met d'un cône est réciproqvSy c'est-à-dire tel qu'un point d'une 
arête ait pour plan polaire la face opposée, les trois arêtes de ce 
trièdre fomuront un système de diamètres conjugués du cône. 

Si l'on coupe un cône par un plan, les points déterminés par 
ce plan sur un angle trièdre réciproque par rapport au cône, 
seront les sommets d'un triangle réciproque par rapport à la 
section. 

Réciproquement, les trois droites qui joignent un point quel- 
conque aux sommets d*un triangle réciproque par rapport à une 
conique^ forment un angle trièdre réciproque par rapport au cône 
ayant même sommet et ayant pour base la conique considérée. Par 
conséquent, ces trois droites forment un système de diamètres 
conjugués du cône. 
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227, — Dans les surfaces dépourvues de centre, le plan po- 
laire d'un point est parallèle au plan tangent à la surface au 
point où elle est rencontrée par la parallèle à l'axe menée par 
le point considéré, et le point de contact est, sur cette droite, 
à égale distance du pôle et de son plan polaire. Gela résulte de 
ce que tout plan mené par la parallèle à l'axe qui passe par le 
pôle, coupe la surface suivant une parabole. 

228. — De la définition même du pôle et du plan polaire, il ré- 
sulte que le pôle d'un plan passant par un point est sur le plan 
polaire de ce point , et que, réciproquement, le plan polaire d*un 
point situé sur un plan passe par le pôle de ce plan. 

Théorème m. 

Si par un point p on mène une sécante gtAelconque^ les plans 
tangents à la surface aux points où elle est rencontrée par la 
sécante^ se coupent suivant une droite située dans le plan polaire 
du point p. 

Si, par la sécante, on fait passer un plan quelconque, son 
pôle sera, en effet, situé sur l'intersection des deux plans tan- 
gents, puisque c'est le sommet du cône circonscrit à la surface 
suivant la courbe d'intersection ; et, d'après ce qui précède, ce 
point est situé sur le plan polaire de p. 

Théorènie IV. 

229. — Lorsqu'un plan tourne autour à! une droite A, son pôle 
décrit une droite B. 

Soient, en effet, p et q deux points de A ; leurs plans polaires 
P et Q se coupent suivant une certaine droite B; un plan quel- 
conque passant par A contient les deux points p et g, son pôle 
est donc à la fois situé sur les plans P et Q, et par suite sur leur 
intersection B. 
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Réciproquement, si un point décrit une droite B» son plan 
polaire passe par une droite fixe A* 

La droite B étaot l'intersection des deux plans P et Q, le plan 
polaire d'un quelconque de ses points passe,^ en effet, par les 
pOlesf p et 9 de ces plans, et par suite par la ligne À qui les joint. 

I^^s d^ux lignes A et B, telles que les plans polaires des 
points de chacune d'elles passent par Tautre, sont dites coU'* 
juguées. Chacune d'?lles est la corde de contact des plans tan- 
gents menés pai* l'autre à la surface, parce que ces plans sont les 
plans polaires de leprs points de contact» 

Tliéerème V. 

230. — Si A et Bsont deux droites conjuguées ^ chacune d'elles 
est dans le plan diamétral conjugué à la direction de Vautre. 

La droite B est, en effet, située dans le plan polaire du point 
situé à rinfmi sur la droite A, et ce plan est le plan diamétral 
conjugué de la direction de cette droite. 

Vltéopènie \I. 

281. — 5t une transversale rencontre deux droites conjuguées A 
et B aux points a et b, les points m et m', où elle perce la sur- 
face ^ sont conjuguées harmoniqms par rapport à a et b. 

Ce théorème résuite de ce que le plan polaire du point a con- 
tient la droite B et, par suite, le point b. 

Vlftéorème VII. 

282. — Si deux plans V et Qse coupent suivant une droite A, il 
y a deux points qui ont même plan polaire par rapport à la sur- 
face et par rapport au système des deux plans. Ces deux points 
sont silués sur la droite B conjuguée de A par rapport à la sur- 
face. 
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Si un point m a même plan polmre par rapport à la surface 
et au système des deux plans, son plan polaire passpra par la 
droite A» et par suite ce point sera situé sur la droite conjuguée 
de Â par rapport à la surface. Pour qu'un point de cette droite B 
ait même plan polaire par rapport à la surface et au système 
des deux plans, il faut et il suffit qu'il ait même conjugué har- 
monique par rapport aux deux points d'intersection de B avec 
la surface et par rapport aux deux points d'intersection de la 
même droite avec les plans P et Q; or il n'existe sur B que 
deux pareils points» qui sont les points doubles de l'involution 
ayant pour points conjugués les deux points d'intersection avec 
la surface, et aussi les deux points d'intersection avec Pef; Q. 

Vhéorème vm. 

233. — Par f intersection d'une sv^rfac^ du st^cç^nd degrf 
^t de deux plm^i P^ P^m fO'iTe pass§r d^^ ç6n(fn dM second 
dfgri^ 

Si un cône passe par l'intersection de la surface et des deux 
plans, son son^met a même plan polaire p^i-r rapport à la surface 
et par rapport au système des deux plans; car toutes le3 généra- 
trices du cône coupent la surface et 1^ système des deux plans 
aux mêmes points, et, par suite, rencontrent les plans polaires 
du sommet, par rapport à la surface et par rapport au système 
de sdeux plans, aux mêmes points ; d'où il résulte que ces plans 
se confondent. 

Si donc on peut faire passer des cônes par l'intersection con- 
sidérée, ils auront pour sommets les deux points que nous 
avons déterminés dans le numéro précédent. Mais il est facile 
de voir que le cône qui a pour sommet Tun de ces points, et pour 
base Tintei-section de la surface par l'un des plans, passe par 
l'intersection de la surface et de l'autre plan. En effet, le second 
point d'intersection d'une génératrice quelconque de ce cône 
avec la surface, et le point d'intersection de cette génératrice 
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avec le second plan, sont tous deux le conjugué harmonique du 
premier point d'intersection avec la surface, par rapport au 
sommet et au point d'intersection avec le plan polaire de ce 
sommet. 

CORRÉLATION DES FIGURES DANS L'ESPACE. 

234. — Surfaces poiaires réciproques. — Si Ton prend les 
plans polaires des différents points d'une surface, par rapport à 
une surface du second degré, ces plans envelopperont une sur- 
face qui est dite la surface polaire de la surface considérée. 

Une surface et la surface polaire correspondante sont réci- 
proques, c'est-à-dire que si A a pour surface polaire B, récipro- 
quement B a pour surface polaire A. Si nous prenons, en effet, 
trois points sur A, à ces trois points correspondent trois plans 
tangents à B, qui sont les plans polaires de ces trois points; Tin- 
tersection de ces trois plans aura pour plan polaire le plan des 
trois points. Mais si ces trois points se rapprochent indéfini- 
ment, leur plan devient un plan tangent à A; en même temps, 
les trois plans tangents à B se rapprochent aussi indéfiniment, 
et leur point d'intersection devient un point de B qui aura, par 
suite, pour plan polaire un plan tangent à A; A est donc la sur- 
face polaire de B. 

235. — Lignes conjuguées. — Dans une courbe donnée A 
inscrivons une ligne polygonale, et prenons les droites conju- 
guées des différents côtés; ces droites se couperont aussi deux 
à deux et formeront une seconde ligne polygonale, qui aura pour 
limite une courbe B, quand on augmentera indéfiniment le nombre 
des côtés. Les deux courbes A et B dont les tangentes sont con- 
juguées sont dites elles-mêmes des lignes conjuguées. 

Chaque point de la courbe A a pour plan polaire le plan oscu- 
lateur à la courbe B, ou le plan tangent à la surface dévelop- 
pable dont la courbe B est l'arête de rebroussement. 
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Considérons la ligne d'intersection A de deux surfaces; chaque 
point commun aux deux surfaces a pour plan polaire un plan 
tangent commun aux deux surfaces polaires réciproques; ces 
plans tangents communs enveloppent la surface développable 
dont Farête de rebroussement est la courbe B conjuguée de A. 
Lorsque plusieurs surfaces passent par une même ligne A, leurs 
surfaces polaires sont inscrites dans une même surface dévelop- 
pable ayant pour arête de rebroussement la ligne conjuguée B. 

Supposons que la ligne A soit plane et située dans le plan P ; 
les droites conjuguées des tangentes à la courbe A passeront 
toutes par le pôle p du plan P et formeront autour de ce point 
une surface conique. Dans ce cas la ligne conjuguée B se réduit 
à un point p. 

Lorsque deux surfaces se coupent suivant une ligne plane A, 
les surfaces polaires sont inscrites dans une même surface 
conique. 

236. — ÊtatU données deux surfaces polaires réciproques^ la 
classe de Vune est égale au degré de î autre. En effet, soit m le de- 
gré de la première surface ; une droite quelconque A la rencontre 
en m points; à ces m points correspondent m plans passant par 
la droite conjuguée B et tangents à la seconde surface. Récipro- 
quement chaque plan passant par la droite B et tangent à la 
seconde surface correspond au point de la première surface situé 
sur la droite A. 

Une surface du second degré, étant de la seconde classe, 
admet pour surface polaire réciproque une surface du second 
degré. 

237. Propriétés corrélatives. — Lorsqu'une proposition sur 
des lignes et surfaces aura été démontrée, et qu'il n'entrera dans 
son énoncé que des relations de position, ou des rapports an- 
harmoniques, en prenant les figures polaires réciproques, on 
sera conduit à un nouveau théorème, qui sera dit le corrélatif 
du premier. 
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SEonotospaplLie. 



238, -r=r Transfoirmations homoghaphiques, -^ Le mode ^e 
traosfonu2i,tion di^s figures, que uqus ayons étudié dans h pre- 
mière partie sous le nom d' homographie ^ s'applique eucpre aux 
figures dans l'espace. Dans ce mode de transformation, les 
coordonnées d'un point ic\ y\ 2' de la figure transformée, qui 
correspond à un point a?, y, z de la figure proposée, squt dou- 
née^ pw dea expressions de la forme 

, L , M , N 

dans lesquelles L, M, N, P désignent des fonctions linéaires des 
quantités x^ y, z. De sorte qu'à une sm-face quelconque corres- 
pond une surface de même degré, la transformation ne pouvant 
ni élever ni abaisser le degré. 

Dans ce mode de transformation, toutes les propriétés descrip- 
tives de la figm'e proposée subsistent évidemment dans la figure 
transformée. A un système de points en ligne droite, correspond 
un système de points en ligne droite et homographiques, de sorte 
que toutes les propriétés métriques qui ne dépendent que du 
rapport anharmonique subsistent encore dans la figure trans- 
formée. 

Dans la transformation générale entrent quinze coefficients dis- 
tincts; on pourra donc se donner arbitrairement onze conditions 
auxquelles doit satisfaire le système transformé. G'astrintroduc- 
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tien de ces conditions arbitraires dans la figure transformée qui 
permet à l'homographie de simplifier les théorèmes en réduisant 
la démonstration à des cas particuliers qui suffisent, d'après la 
théorie que nous venons d'indiquer, pour démontrer le théo- 
rème dans toute sa généralité. Par exemple, s'il entre dans la 
figure primitive une surface dn second degré et un système 
quelconque de points, de droites et de plans, on pourra faire 
correspondre à la surface une surface quelconque du secdnd de- 
gré, et en même temps faire correspondre à deux points quel- 
conques de la première figure deux points quelconques de la 
seconde. En particulier, on peut faire correspondre à là surface 
une sphère. 

239.— Comme exemple des transformations homograpbiques, 
prenons ce théorème de géométrie : 

Dans une sphère^ le lieu des milieux des cordes passant par un 
point fixe est une sphère passant par ce point et le cercle de con- 
tact relatif à ce point. 

Si on le transforme homographiquement, en ayant soin de 
remarquer que deux sphères se coupant suivant deux plans dont 
l'un est à l'infini, et en remarquant en outre qu'à l'infini cor- 
respond un plan dans la figure transformée, et que par suite au 
milieu d'une corde correspondra dans la figure transformée le 
conjugué harmonique du point de rencontre de la corde cor- 
respondante avec le plan qui correspond à l'infini, on aura 
le théorème suivant : 

Le lieu des points conjuguées harmoniques^ par rapport à une 
surface du second degrés des points de rencontre avec un plan fixe 
des sécantes passant par un point donnée est la surface du second 
degré passant par le point donné et coupant la première suivant 
deux courbes planes^ dont les plans sont le plan polaire du point 
donné et le plan fixe. 

SUR DN SYSTÈME PARTICULIER DE COORDONNÉES. 

240, — Dans toutes les questions où entrent des systèmes de 
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diamètres conjugués d'une surface, Thomographie, en permet- 
tant de remplacer cette surface par une sphère, introduira des 
simplifications notables dans la solution de la question. Il est un 
moyen bien simple d'effectuer cette transformation, qu'on peut 
employer dans ces sortes de questions, comme artifice de calcul, 
sans parler de l'homographie. Si la surface, dans laquelle on a 
à considérer des systèmes de diamètres conjugués, est un ellip- 
soïde, et que l'on prenne pour axes des coordonnées ses propres 
axes, son équation est de la foime 

Nous transformerons cet ellipsoïde en sphère par les formules 
homographiques 

X = ax\ y = iy', z = es! y 

et la sphère correspondante aura pour rayon l'unité. Les coor- 
données d'un point quelconque de cette sphère seront donc les 
cosinus des angles que fait avec les axes coordonnées le diamètre 
passant par ce point. Si l'on ne veut pas parler de l'homo- 
graphie, on peut se contenter de dire que x\ y\ si sont un sys- 
tème particulier de coordonnées dans lequel les conditions qui 
expriment que les diamètres qui passent par trois points de la 
surface sont conjuguées, sont les relations qui expriment que les 
nouvelles coordonnées de ce point sont les cosinus des angles 
que font avec les axes trois directions rectangulaires. Voici quel- 
ques exemples de l'emploi de ces coordonnées. 

Problème. 

241. — Trouver le lieu des sommets des irièdres dont les faces 
sont parallèles à un système de plans diamétraux conjugués d'un 
ellipsoïde A et tangentes à un second ellipsoïde B. [Concours génér 
rah 1860.) 
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Prenons pour axes des coordonnées les axes de Tellipsoîde A 
et soit alors 

son équation. Soient a\ b\ c' les axes de Tellipsoîde B, 

a? = ax' -j- «y -f «"z', 
z = YX' + ïV + T V, 

les formules de transformation qui servent à passer des axes 
que nous avons choisis à ceux de B. 

Nous prendrons pour coordonnées d'un point les quantités 
^, [JL, V unies aux coordonnées anciennes par les relations 

X = a}^y y = b\>.j z = cv, 

Si )., [JL, v; V, \k\ v'; ï!\ ^t!\ v" sont les coordonnées des extré- 
mités de trois diamètres conjugués de A, il y aura entre ces quan- 
tités les six relations qu'il y a entre les cosinus de trois direc- 
tions rectangulaires. Les plans tangents à A aux trois points 
considérés sont parallèles à un système de plans diamétraux 
conjugués de cet ellipsoïde. Les plans tangents à B parallèles à 
ces plans ont pour équations 

abc 

(a) -^ + ^ + y = V^ft^L'» -I- t/m'^+ c^N'* , 

a "•" 6 "^ c ^ v/a'*L"'+ b"W*+ e''N"« , 

L, M, N, étant les coefficients de x\ j/, z* dans le premier mem- 
bre de la première de ces équations , lorsqu'on y substitue les 
valeurs de a?, y, z fournies par les relations (i); et de même pour 
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L', MT, ..w. On a donc 



// 



a a Y a' û' y' a" fi" v" 

^-^1+«^i+^'?M- 'N- 

L"=X"- + îi.''?+v"ï,M"= , N"= 

abc 



Si Ton ajoute les équations (2) élevées respectiveqaent au carré, 
il vient, en tenant compte des relations qui existent entre les 
paramètres )v, [x, v, 

o» ^ 6' ^c» V«' ^ 6» ^ c»/ ^ V«* ^ 6» ^ cV 

/a"* 8"» Y*»\ 



tfest Fèquation du lieu cherché qui est un ellipsoïde semblable 
à Fellipsoïde A. 

Remarque. — Les équations (i), jointes aux relations qui exis- 
tent entre les paramètres ne font que neuf équations, et comme 
il y a neuf paramètres, il semble au premier abord que le som- 
met du trièdre est arbitraire; mais ces équations ne sont com- 
patibles qu'autant que l'équation que nous avons obtenue pour 
le lieu cherché est remplie, et alors on voit que chaque point 
du lieu est le sommet d'une infinité de trièdres satisfaisant aux 
conditions de l'énoncé. 

Le nombre de conditions que fournit l'énoncé semble donc, 
à prioriy indiquer qu'un point quelconque de l'espace fait partie 
du lieu ; l'existence du lieu est due à une particularité analy- 
tique des équations qui expriment ces conditions. Il serait donc 
plus exact de poser la question comme un théorème que comme 
un problème. La même particularité se présentera dans l'exem- 
ple suivant. 
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ProUème. 



242. — Par un point d'Une surface du second degrés on fnène 
trois droites parallèles à un système de diamètres conjugues d'un 
ellipsoïde^ et par les seconds points d'intersection de ces droites 
avec la surface on fait passer un plan. Ce plan passe par Un 
point fixe. 

Prenons pour origine le point fixe, que nous pouvons supposer 
être en même temps le centre de T ellipsoïde, puisque d'après 
l'énoncé on peut déplacer cet ellipsoïde parallèlement à lui- 
même sans changer le lieu. Prenons aussi pour axes de coor- 
données les axes principaux de rejlipsoïde. 

Pour résoudre la question, nous couperons la surface par 
un plan 

(i) M? + py+YZ = 8, 

et nous chercherons la relation qui doit exister entre les coef- 
ficients de cette équation, pour que le cône, ayant pour sommet 
Vorigine et pour base la section faite par le plan dans la sur- 
face considérée, contienne les extrémités de trois diamètres con- 
jugués de Tellipsoïde, points qui seront représentés par les 
coordonnées nouvelles î^, jx, v; 1\ [ji', v'; V\ [jl", v''. Soit 

S = Aar* + Ay + A'z * -f- àByz + aB'zar -j- a^"xt/ + aCx + aC'y 

-I- ^Ù'z = 

l'équation de la surface. Le cône, passant par Tinterâeclion de 
cette surface et du plan représenté par l'équation (i) , a une équa- 
tion de la forme 

(2) S + 2[ctx + pt/ + T« — 8)(ma: + wy + pz +q) = o, 

et coïnme il a pour sommet Twigine, cette équation doit être 



232 LIVBE IV. — CHAP. II. 

homogène, de sorte que 

y=:o, w8 = C, n8 = G', p§ = G". 

Si Ton substitue les valeurs de m, n, p, q dans Féquation (2), 
on a pour l'équation du cône 

(a + aC I) a?«+ (a'+ 2C'|) f+ (h" + 2G" |) z« + = o, 

et pour que les extrémités de trois diamètres conjugués de 
l'ellipsoïde soient situées sur ce cône, il faut que l'on ait 

(A+2G|ja«X« +(x'+2G^^bY +(a"+2G"Ï)cV +... =0, 

(3) (a+2G^) a«X'« + (a'+2C'?^ ÔV'^ + (a"+2G''|)cV' x... = o, 

(a+2C|) a»X'"'+ (A'+2a|^ iV'+ (A"+2G"|yv'''+... =0, 

les paramètres qui entrent dans cette équation, étant unis par 
les six relations distinctes qui existent entre les cosinus des 
directions des trois droites rectangulaireiJ. Au premier abord, il 
semble que ces six relations jointes aux trois équations (3), 
déterminent les paramètres variables, et que , par conséquent, 
quel que soit le plan représenté par l'équation (1), il y a tou- 
jours un système de trois génératrices du cône parallèle à un 
système de diamètres conjugués de l'ellipsoïde. Mais si l'on ajoute 
les trois équations (3) , en tenant compte des six relations qui 
existent entre les paramètres variables, il vient simplement 



(4) (a+ 2G iy+ (a'+ aC'|)6*+ (a"+ 2C" î) c« = 



o. 



Pour qu'il y ait un système de diamètres conjugués de Tel- 
lipsoïde qui soient des génératrices du cônOr il faut donc qu'il 



HOMOGRAPHIE. 233 

y ait, entre les coefficients de l'équation de ce cône, la rela- 
tion (4) ; et alors, dès que deux diamètres conjugués de l'ellip- 
soïde sont situés sur le cône, le troisième Test aussi. 

L'équation (i), jointe à la relation (4), représente tous les 
plans cherchés, leur équation générale est donc 

(k + 2C ——1——) a» + f A'+ 2C ,1^ ) b' 

\ «p+Py + w \ a^ + Py + w 

ou bien 

a(Dar-f 2Ca») + ?(Dy + aCV) + t(Dz+ 2CV)= o, 

en posant pour abréger l'écriture 

D = Aa« + A'6« + AV. 

De là résulte que tous les plans cherchés passent par le point 
fixe dont les coordonnées sont 

Comme, du reste, l'équation de ces plans contient deux para- 
mètres arbitraires et que par conséquent on peut faire passer 
un plan du lieu par deux points arbitraires, le lieu des plans 
se compose de tous les plans passant par le point fixe dont nous 
avons déterminé les coordonnées. Il est facile de vérifier avec 
les valeurs de ces coordonnées que ce point est sur le diamètre 
conjugué dans l'ellipsoïde au plan tangent à la surface à l'ori- 
gine. Cela résulte encore immédiatement de ce que si l'on prend 
tous les systèmes de diamètres conjugués de l'ellipsoïde com- 
posés de ce diamètre et de deux diamètres conjugués dans la 
section faite par le plan tangent dans l'ellipsoïde, les plans cor- 
respondants passent par cette droite. 
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DES COORDONNÉES HOMOGÈNES. 

243. — Il arrive âoavent que Ténoncé d'une question pré- 
sente une certaine symétrie par rapport à quatre plans conve- 
nablement choisis. On introduit alors beaucoup de symétrie 
dans les calculs, et quelquefois des simplifications très- grandes, 
en substituant aux coordonnées ordinaires a?, y, z de nouvelles 
coordonnées déterminées par ces quatre plans dont nous re- 
présenterons les équations par 

a==o, P=o, Y = o, 8 = 0. 
Posons pour un instant 

nous aVona ainsi trois équations du premier degré en x, y, z. 
Si on les résout par rapport à ces quantités, on obtiendra pour 
valeurs de ac, y, z des rapports de fonctions linéaires de 
a^ bj c k une même fonction linéaire de ces quantités, et, par la 
substitution dans une équation , on obtiendra une équation du 

même degré en a, 6, c; remplaçant alors a, 6, c par^, ^, Lon 

aura une équation homogène en a, p, y, 8. Ces quantités sont 
dites des coordonnées homogènes^ quoiqu'à justement parler on 
ne puisse considérer comme coordonnées nouvelles que les 
rapports de trois d'entre elles à la quatrième. 

Ceci n'est que l'extension à la géométrie à trois dimensions 
des coordonnées trirectilignes en géométrie plane, et l'interpré- 
tation de ces coordonnées est la môme ; a, p, y^ 8* rejwrésentent, 
à un facteur constant près , les distances du point dont elles 
sont les coordonnées aux quatre faces du tétraèdre des coor- 
données, c'est-à-dire du tétraèdre formé par les quatre plans 
proposés. 
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Les coordonnées a, 6, c, ou =• , ? , ^- déterminent les po- 
sitions de trois plans passant par trois des arêtes du tétraèdre. 
Ce sont ces trois plans qui, par leur intersection, déterminent 
le point. 



Théorème. 



244. — Si a, p, Y, 8 représentent des fonctiom Kiièditti hû-^ 
mogènes des variables x, y, z, t et que ç (x, y, z, t) soit ce que 
devient la (onction homogène f (*, p, Y» ^) P^** '^ substitution des 
valeurs de a, p, y, S en x, y, z, t, on a identiquement 



^'?;+yVy+ = ^r«+prp+- 



a', §',... iKanI 68 91M det^ietmen^ a, p, * » ^uand on y change ^^ y » • • • 

0tl x ^ y fc • • 

On a, ^à efiet, d'après le théorème des fonctions de fonc- 
tion!^ 



Si Ton ajoute ces équations, après les avoir multipliées respecti- 
vement par a?', y',... et qu'on remarque que 

puisque Da, o^ est égal au coefficient de x dans a, D^a au coeffi- 
cient de y etc. , on a identiquement 

A'^+}/iy+ = «'ra+prp+ 

Il résulte de là qu'en coordonnées homogènes le plan polaire 
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du point a', p', y'» 8' a pour équation 
ou encore 

«r«' + p/V+T/-v+«A.=o. 

L'utilité des coordonnées homogènes ressort immédiatement 
de ceUe des coordonnées trirectilignes en géométrie plane; nous 
nous contenterons donc de donner un exemple de l'emploi de 
ces coordonnées, 

ProMème. 

246. — Trouver le lieu d'une droite mobile qui reste tangente à 
une surface de second degré et qui s'appuie sur deux droites fixes 
tangentes à celte surface. 
Soient A et B (fig. 1 14) les deux tangentes fixes, a et 6 leurs 
points de contact, G la ligne qui joint ces 
points. Menons les plans tangents en a et 6 
à la surface et soient d et c les points où ces 
plans rencontrent les droites B et A. Pre- 
nons pour tétraèdre des coordonnées le té- 
~B traèdre ayant pour sommets les points a, 6, 

Fig. 114. 

C, d. Soient a=o, p=o, X=o, 8 = 0, les équations des faces 
respectivement opposées aux sommets a, 6, c, d. La droite A 
aura pour équations 

p = o, 8=0, 

et la droite B 

a = 0, Y = o. 

L'équation de la surface est de la forme 

Aa» + A'P« + kY + A'"a* H- 2Bap + aB'aT + 2B"a8 + 26"^?^ 
+ aB'^pa -f- aB'fS = o. 
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Exprimons que la surface est tangente, en a au plan p=o, en 
b au plan a = o. Le point a a pour coordonnées p=o, y=o, 
8=0; le plan tangent à la surface en ce point a donc pour 
équation 

.- /^a = Aa + B? + B'y + B'^a = o . 

Gomme cette équation doit se réduire à p== o , on a 

A = o, B'==o, B" = o. 

En exprimant que la tangente en b est a = o, on trouve de 
même 

A'=o, B'"=o, &'=o. 
L'équation de la surface est donc de la forme 
S = Mr* + UV + aPa? + qP'tS = o. 

Une droite du lieu, rencontrant les droites A et B, est repré- 
sentée par les équations 

a = jAY. 

Nous obtiendrons les points où cette droite rencontre la sur- 
face en remplaçant dans Téquation de la surface a et p par 
leurs valeurs, ce qui donne 

Uf + 2(PXti + POtS + M'8« = 0. 
La droite sera tangente, si la condition 

(PXjjt -f py — MM' = o, 
ou 

est remplie, 
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On en déduit Téquation du lieu 



qui peut s'écrire 

Cette forme montre que le lieu se compose de deux surfaces 
du second degré tangentes chacune à la surface donnée le long 
d'une courbe plane; les deux plans des contacts, dont Tinter- 
section avec la surface donne le lieu des points de contact de la 
tangente mobile, ont pour équations 

yV'm±8v^M'=o. 
Chacun de ces plws passe par la droite C. 



CHAPITRE III. 



TJkéoThmten eënëraxcc mxur les sxurfaoefl du second deepE*^* 



Théorème I. 

2âô. Toutes les surfaces du second degré qui passent par huit 
points^ ont, en général^ une infinité de points communs situés 
sur une ligne à double courbure, intersection de deux quelconqu^es 
d'entre elles. 

Il a, en effet, été démontré dans la Géométrie analytique, 
livre VI, chapitre Vlli que par neuf points donnés on peut tou- 
jours faire passer, au moins une surface du second degré, et 
qu'en général, on n'en peut faire passer qu'une. Il en résulte 
que par huit points on en peut faire passer une infinité. Soient 
alors S = o, S' = o deux d'entre elles ; l'équation 

(l) S + *S'=:0, 

qui renferme un paramètre variable fc , représentera toutes les 
surfaces passant par les huit points, puisqu'on peut toujours 
déterminer fc de façon que la surface passe par un neuvième 
point. Or toutes les surfaces représentées par l'équation (i) 
passent par l'intersection des surfaces S = o. S' = o. 

Lorsque neuf points déterminent une surface du second de- 
gré unique, ces neufs points sont dits distincts. Lorsque les 
neuf points ne sont pas distincts, c'est que, parmi les équations 
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qui expriment ces conditions, il y en a au moins une qui rentre 
dans les autres; par conséquent, pour déterminer la surface, on 
peut alors se donner un dixième point arbitraire. De là résulte 
que toutes les surfaces qui passent par huit des neuf points 
donnés passent par le neuvième ; et par conséquent, lorsqu'une 
surface du second degré n'est pas déterminée par neuf points, 
c'est que ces neuf points sont situés sur une même ligne à 
double courbure, intersection de deux surfaces du second 
degré. 

L'équation (i) cessera de représenter toutes les surfaces 
passant par les huit points, lorsque ces huit points, joints à un 
neuvième quelconque, seront situés sur une même ligne à 
double courbure, intersection de deux surfaces du second de- 
gré; c'est-à-dire lorsque toute surface passant par sept des 
points donnés passera par le huitième (nous verrons tout à 
l'heure que cela est possible) ; dans ce cas les huit points ne sont 
plus distincts. 

Théorènie eorrélatlf. 

247. Toutes les surfaces du second degré qui sont tangentes à 
huit plans donnés^ sont, en général, enveloppées par une même 
surface développable. 

Vltéorème II. 

248. Toutes les surfaces qui passent par sept points donnés 
ont un huitième point commun. 

Soient en effet S = o. S' = o. S" = o trois des surfaces 
passant par les sept points donnés. L'équation générale des 
surfaces passant par ces sept points est alors 
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toutes ces surfaces passent par les points communs aux trois 
surfaces 

S = o, S' = o, S" = o, 

et ces trois équations du second degré à trois inconnues ont 
en général huit solutions. 

Ce théorème nous fait voir comment il peut se faire que huit 
points ne soient pas distincts. 

En suivant bien attentivement la marche des idées dans ce 
qui précède, on voit aussi immédiatement la raison pour la- 
quelle sept points sont toujours distincts. 

Théorème corrélatif. 

TotUei les surfaces du second degré qui sont tangentes à sept 
plans donnés, ont un huitième plan tangent commun. 

2A9. — Nous verrons plus tard que les huit points communs à 
toutes les surfaces du second degré qui passent par sept points 
donnés sont les sommets de deux tétraèdres réciproques à eux- 
mêmes par rapport à une même surface. Il en résulte, pour le 
théorème corrélatif, que, les huit plans tangents communs à 
toutes les surfaces du second degré tangentes à sept plans don- 
nés sont les faces de deux tétraèdres réciproques à eux-mêmes 
par rapport à une même surface. 



Tliéorèiiie ID. 

250. Les plans polaires d'un point fixe^ par rapport à toutes 
. les surfaces du second degré qui passent par huit points donnés 
passent par une droite fixe. 

Soient, en effet, P = o, P' = o les équations des plans po- 
laires du point j&xe par rapport à deux des surfaces S = o, S' = o 

16 
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passant par lés huit points. L'équation générale ded snrfaceâ 

passant par les huit points est 

et par suite, l'équation du plan polaire du point fixe est 
Ce plan passe pât- là droite d'intersection des plans 

P==0, P's=±0. 

Si le point fixe s'éloigne à l'infini dans une certaine direction, 
son plan polaire devient le plan diamétral conjugué de cette di- 
rection. Par conséquent 

Dam toutes les surfates du second degré qui passent pat huit 
points donnés^ les plans diamëltaux conjugués d'une direction 
donnée passmt p^r uM droiée fi$^. 

Théorème eorrélutlf* 

fi51« Le lieu du péU d'un plan fixe par rapport à touie$ les 
surfaces du second degré tangentes à huit plans donnée est une 
droite. 

Si le plan se transporte à Finfini, son pôle par rapport à une 
surface est le centre de cette surface; par conséquent 

Le lieu des centres dè^ mrfwés du Second degré tangentes à 
huit plans donnés est une ligne droite. 

«béoi'ènle tV. 

252. Le plan polaire d'un point fixe par rapport à toutes les co* 
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niques qui passent par sept points donnés passe par un point 

Car le plan polaire d'un point fixe par rapport à ees surfaces 
dont l'équation est 

est évidemment 

P4.ifcF + fcT" = oa 

P = 0, F = o, F' = o étant les équations des plans polaires 
de ce point par rapport aux surfaces S = o, S' = o, S" = o. 

Si le point s'éloigne à l'infmi dans une certaine direction, 
son plan polaire devient le plan diamétral conjugué de cette di- 
rection; par conséquent 

Dans toutes les surfaces du second degré qui passent par sept 
points donnés^ les plans diamétraux conjugués d*une direction 
donnée passent par un point fixe. 



Tbéovème conrélatlf, 

S5S. Le lieu du pôle Sun plan fixe par rapport à toutes les 
surfaces du second degré tangentes à sept plans donnés est un 
plan. 

Si le plan se transporte à l'infini, son pôle par rapport à une 
surface est le centre de cette surface ; par conséquent 

Le lieu du centre des surfaces du second degré tangentes à sept 
plans donnés est un plan. 

254. — Des cônes qui passent par Vintersection de deux sur- 
faces du second degré. — L'équation générale des surfaces du 
second degré qui passent par l'intersection des deux surfaces 
8 = 0, S'=oest 

(i) 8-f.AS'î=o. 
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Pour que cette équation représente un cône, il faut que son cen- 
tre soit situé sur la surface; on obtiendra la condition analytique 
correspondante en éliminant a?, y, z entre Féquation (i) et les 
trois équations 

(a) j D,S + *D,S' = o, 

Si Ton rend les fonctions S et S' homogènes à l'aide d'une 
quatrième variable ^ on a identiquement 

r(D.S+AD,S')+y(I>vS+*I>,S')+2(D.S+*D,S')+/(D,S+AD,S') 

= 2(S + *S'). 

En vertu des équations (i) et (2), cette équation se réduit à 
(3) D,8 + *D,S'=:o. 

Les quatre équations (a) et (5) étant linéaires en a?, y, js, le 
résultat de l'élimination sera une équation du quatrième degré 
en k. Ainsi : 

Il y a généralement quatre cônes du second degré passant par 
ïintersection de deux surfaces du second degré. 

Vliéorèiiie 1^. 

255. — Les sommets des quatre cônes qui passent par V in- 
tersection de deux surfaces du second degré sont les sommets 
d'un tétraèdre réciproque^ par rapport à chacune des surfaces 
du second degré qui passent par Tintersectûm des surfaces don- 
nées. 

On voit d* abord géométriquement que le tétraèdre formé 
par les sommets des quatre cônes est réciproque par rapport 
aux deux surfax^es S et S', et par suite par rapport à toutes les 
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surfaces 

S + JkS' = o; 

car chacune de ses faces est un triangle réciproque par rapport 
aux sections faites par son plan dans les deux surfaces. 

Je dis maintenani que c'est le seul tétraèdre réciproque par 
rapport aux deux surfaces. Pour qu'un point a?, y, z ait même 
plan polaire par rapport aux deux surfaces S et S', il faut que 
les deux équations 

XD.S + YD^S + ZD.S + TD,S = o, 
XD^' ^ YD,S + ZD,S' + TD,S' = o 

soient identiques, et par conséquent que Ton ait 

D.S'""D,8''~*D,S''"D,8'' 

Si Ton désigne par — k la valeur commune de ces rapports, les 
points chOTchés seront donnés par les équations 

D^S + ifcD,S' = o, 

D,8 + *D,8' = o; 

ce sont donc les sommets des quatre cônes considérés. Ceci est 
encore une démonstration analytique de la réciprocité du té- 
traèdre considéré. 

Théorème "TI. 

256. — Le lieu dei sommets des cônes du second degré qui 
passent par Vinterseclion d'une surface du second degré donnée 
et d'un cône quelconque du second degré ayant pour sommet un 
point fixe^ est le plan polaire de ce point. 
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Ce théorème est une conséquence immédiate de la propositum 
qui précède. On peut d'ailleurs le d&nontrer directement de la 
manière suivante : 

Prenons pour origine le point fixe, et soit 6 :=o l'équation de 
la surface. Soit S'=o l'équation d'un cône quelconque passant 
par l'origipe. L'équation générale des surface du HQQond degré 
passant par rintersaction de S et S' est 

S + fô' = o. 

La condition, pour que cette équation représente un cône, est le 
résultat de Télimination de a?, y, z entre les quatre équations 

DJS + *D.S' = o, 

D.S + &D,S'=:o, 
D,S = o, 

et le sonunet du cône sera donné par les valeurs de o^i y, z sa- 
tisfaisant à ces quatre équations. Il en résulte immédiatement 
que le lieu de ce sommet est 

c'est-à-dire le plan polaire de Torigine. 

BES SURFACEA FASSAMT PAU HClt FQINT8 OU TAMGBNTBd A HlIlT Fbâlfi 
BT ASSUJETTIES A UNE NfiUVlÈllB QQMBITIOji. 

257. — Neuf points ou neuf plans tangents. — De ce que nous 
avons établi au commencement de ce chapitre il résulte que par 
neuf points non situés sur une même ligne à double courbure, 
intersection de deux surfaces du second degré, on peut toujours 
faire passer une surface du second degré, et on n'en peut faire 
passer qu'une seule. 

On peut toujours mener une surface du second degré tangente 
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à neuf plans donnés, pourvu que ces neuf plans ne soient 
pas tangents à une même surface développable enveloppant 
deux surfaces du second degré, et on n'en peut mener qu'une 
seule. 

0^1)3 les cas que nous »vons éc^tés, les disux problèfuf^pré^ 
sentent une infinité de solutions. 

268. — Bmt poinU et un plan iangenî e» UivtrsemmL — Lâcon- 
dition qui exprime qu'un plan est tangentà lasurface 64*KS'3=:o, 
étant du troisième degré en K, il y a trois surfaces passant par 
huit points et tangentes à un plan, ou inversement tangentes à 
huit plans et passant par un point. 

De simples considérations géométriques conduisent encpre à 
ce résultat. Un plan tangent à une surface est un plan cou- 
pant la surface suivant deux droites réelles ou imaginaires. 
Or le plan donné coupe la courbe commune à toutes les sur- 
aces passant par les huit points en quatre points réels ou 
maginaires a, 6, c, d. Si la surface est tangente au plan, elle 
sera coupée par ce plan suivant un des trois systèmes de 
droites passant par ces points, et le point de contact sera l'un 
des sommets de ms systèmes de droites, c'rat-à-dire un des 
sommBts du tiaagle rédproque par rapport à toutes les coni- 
ques passant par tes quatre points a, b^ e, dk Goimue il est évi- 
dent que Ijes mirfaces passant par les huit points donnés ^ un de 
ces points sont coupées par le plan donné suivant deux droites, 
il y a trois surfaces passant par les huit points et tangentes au 
plan donné. Les points de contact sont tes sommets du Uiangle 
réciproque par rapport à toutes les coniques passant par les 
points a, &, c, d, et en particulier par rapport aux coniques 
suivant lesquelles sont coupées par le plan les quatre cônes pas- 
sant par l'intersection de toutes les surfaces qui passent par les 
huit points. Les lignes qui joignent le sommet de fun de ces 
cônes aux trois points de contact forment donc un système de 
diamètres conjugués du cône. 

260. — 3i Ton jdonne te centre d'ijin^ surface et }es S6ctix)ns 
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circulùres faites par des plans diamétraux, cela revient à se 
donner l'intersection de la surface et d'une sphère 

^* +y* + ^* — r* = 0, 

ou huit points; il y a donc trois surfaces assujetties à ces con- 
ditions et tangentes à un plan donné. 

Gomme l'équation générale des surfaces assujetties aux condi- 
tions initiales est, m. l'on désigne par S= o l'équation de l'une 
d'eUes, 

8 + *(ap« + y« + 2«-r«) = o, 

une quelconque passe par l'intersection du cône de révolution 
imaginaire 

(l) ^t^y^ + ,^ = 0; 

et de la surface 

S — kr* = o; 

le cône représenté par l'équation (i) est donc un des quatre 
cônes qui figurent dans le numéro précédent, et comme ses dia- 
mètres conjugués sont rectangulaires, les lignes qui joignent le 
centre donné aux trois points de contact sont rectangulaires. 



DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ DOUBLEMENT TANGENTES. 

260. — On a démontré dans la Géométrie analyliqw, liv. VI, 
chap. Yll, que quand deux surfaces du second degré se tou- 
chent en deux points, elles se coupent suivant deux courbes 
planes. Par conséquent si l'une d'elles a pour équation S =o, 
l'autre aura pouc équation S + fcap = o, a=o, p=o, désirant 
les plans des deux courbes. 

Il est d'ailleurs évident que, réciproquement, deux surfaces 
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dont la ligne d'intersection se compose de deux courbes planes 
sont doublement tangentes aux deux points où Fintersection de 
ces plans rencontre les surfaces. 

Si nous transformons la figure par les polaires réciproques, à 
deux surfaces doublement tangentes correspondront deux sur- 
faces doublement tangentes, et il existe deux cônes enveloppant 
ces deux surfaces. 

Les quatre points qui ont même plan polaire par rapport aux 
deux surfaces, sont évidemment dans ce cas les deux points de 
contact et les sommets des deux cônes passant par la courbe 
d'intersection des surfaces. 

261. — Si deux surfaces du second degré en coupent une troi- 
sième suivant la même courbe plane, elles se couperont évidem- 
ment suivant deux courbes planes, dont Tune sera la courbe 
conunune aux trois surfaces; le plan de l'autre passera par l'in- 
tersection des plans des secondes courbes d'intersection des deux 
premières surfaces avec la troisième; car les deux premières 
surfaces ont des équations de la forme 

S + oip = o, 
S + aï = o, 

et par suite elles se coupent suivant deux courbes planes , les 
plans de ces courbes ayant pour équations 

ât = o, p — Y==e. 

262. — Deux surfaces du second degré homothétiques ont dans 
leurs équations mêmes termes du second degré. Si l'équation de 
Tune est S = o, l'équation de l'autre sera donc de la forme 
S + * = o> ^ étant du premier degré. Par suite deux surfaces 
du second degré homothétiques se coupent suivant une courbe 
plane. Gomme l'intersection de deux surfaces est en général une 
courbe du quatrième degré, dans ce cas, les coefficients des 
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termes du quâktrième et du troisième degré sont nuls, et on peut 
dire que les surfaces se coupent suivant defii courbes planes, le 
plan de l'une étant à Tinfini. 

II réduite de là et du numéro précédent que trois surfaces 
homothétiqués se Coupent suivant trois courbes planes dont 
les plans passent par une même droite. 

263. — Deux sphères» étant homothétiqués, se coupent sui- 
vant deux courbes planes dont Tune a son plan à Tinfini. Il 
résulte de là que toutes les sphères sont coii^pées par le plan à 
rinfmi suivant le même cercle imaginaire que Qous appelleirops 
le cercle imaginaire à Vinfinù 

On conclut de là qu'une section plane d'une surface du second 
degré sera un cercle, lorsqu'elle passera par les deux points ima- 
gihalres où son plan rencontre le cercle imaginaire à l'infini % 
car si par trois des points de cette section plane on fait passer 
une sphère quelconque, le plan considéré coupera la siirSsM^B et 
la sphère suivant deux coniques ayant cinq points communs, e| 
par conséquent suivant la même conique, qui est par suite un 
cercle. 

Nous pouvons immédiatement déduire de là le nombre des 
directions des plans des sections circulaires. Une surface du 
second degré est rencontrée en quatre points imaginaires par 
le cerele à l'iiifinii on peut donc m^aier Ax sécantes rencontrant 
le cercle à l'infini et la stiirface aux mêmes pmnts. De là al^ 
directions de plans de sections circulaires, dont deux seulement 
sont réelles, parce que, parmi les six sécantes considérées, il y 
en a seulement deux réelles; ce sont celles qui joignent les 
points imaginaires conjugués. 

Les six droites considérées peuvent être partagées 0a trois 
couples de deux droites, dont les sommets forment un Sangla 
rédproque par rapport aux sections fûtes par h plan à l'infini 
dans la surface et dans la sphère. Il en résulte, d'a|^rès le n"" â5B 
que les droites qui joignent ces trois points au centre de ia 
3plière ^9opt rectangulaires, et il est faôk de voir que ces dfaï»c* 



THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR tBB SURFAQES DU SECOND DEGRÉ. S§1 

lions gont eelles des fixes de h surface ; car les tàx plans des sec- 
tions circulaires se coupent deux à deux suivant trois droites; 
réelles parallèles aux axesi de la surface^ 

264. — Dans la géométrie à deux dimensions, Tétude des 
points-cercles doublement tangents aux coniques nous â fourni 
la notion des foyers; Tétude de points-sphères doublement tan- 
gents aux surfaces du second degré nous conduira à la notion 
àm lignes focales dans les surfaces du second degré; mais à 
cause de Timportafice du sujet nous consacrerons à cette étude 
In chapitre suivant. 

266. — Lorsque les deux plans, suivant lesquels se coupent 
deux surfaces doublement tangentes, viennent à se confondre, 
les deux surfaces se raccordent tout le long d'une ligne plane. 
(Voir la Géométrie analytique.) 

Deux surfaces concentriques et semblables se coupent suivant 
deux plans situés à T infini; elles se raccordent donc le long de 
la section faite par ce plan. Cette proposition peut être utile dans 
les transformations homographiques. 

Si S ±= est l'équation d'une surface, l'équation 

S — a* = o 

représente une surface se raccordant avec elle le long de la sec** 
tion faite parle plan a = o; il résulte de cette équation que les 
deux surfaces sont coupées par un même plan suivant deux co- 
niques doublement tangentes. Si donc l'une des sections devient 
un point-cercle, ce point sera un foyer de l'autre section. Par 
conséquent : 

1* Si deux surfaces se raccordent^ les plans tangents aux 
ombilics de Vune coupent Vautre suivant des coniques dont les 
ombilics sont des foyers. (Les ombilics d'une surface sont les ex- 
trémités des diamètres conjugués aux sections circulaires. Les 
plans tangents aux ombilics coupent donc la surface suivant un 
point-cercle.) 
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3*" Si une surface se raccorde avec une sphère^ tout plan tan^ 
gent à la sphère la coupe suivant une conique dont le point dé 
contact du plan avec la sphère est un foyer. 

EMPLOI DES COORDONNÉES HOMOGÈNES DANS L'ÉTUDE GÉNÉRALE 
DES SUAFAGES DU SECOND DEGRÉ. 

266. — Équation d'une surface rapportée à un tétraèdre réci- 
proque. — Nous avons vu dans l'étude des coordonnées homo- 
gènes que, si Ton rapporte une surface du second degré à un 
tétraèdre dont les quatre faces ont pour équations 

« = o, p==o, Y = o, 8 = 0, 

son équation générale est 

As P, Y, «) = o, 

/(a, p, Y, 8) étant la fonction homogène générale du second 
degré des variables a, p, y, 8. 

Si le tétraèdre des coprdonnées est réciproque par rapport à 
la surface, en exprimant que chaque sommet est le pôle de la 
face opposée, on trouve que Féquation de la surface prend la 
forme 

(i) aai« + 5p« + CY* + d8* = o, 

Il est du reste évident sur cette équation elle-même, qu'elle 
représente une surface par rapport à laquelle le tétraèdre des 
coordonnées est réciproque; car l'équation 

aa«-{-6p«-)-CY* = o 
représente un cône dont le sommet est le point 
* = o, p = o, Y = o> 
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et réquation (i) montre que la surface qu'elle représente est 
enveloppée par ce cône suivant la courbe dont le plan a pour 
équation 



v = 0* 



c'est-à-dire que ce plan a pour pôle le sommet du cône. 

267. — Lorsque, dans l'équation d'une surface en coordon- 
nées rectilignes 

nous avons introduit la lettre t que nous supposions représenter 
l'unité, pour rendre l'équation homogène en a?, y, z, t, l'équa- 
tion obtenue 

peut être regardée comme représentant la surface en coordon- 
nées homogènes, le tétraèdre des coordonnées ayant pour faces 
les trois plans des coordonnées rectilignes et le plan situé à 
rinfmi; cela résulte de la définition même des coordonnées 
homogènes. 

L'équation d'une surface rapportée à ses plans principaux ou 
à un système de plans diamétraux conjugués, lorsqu'on y intro- 
duit la lettre U devient par rapport aux coordonnées homo- 
gènes a?, y, z, t de la forme (i) ; le tétraèdre ayant pour faces 
trois plans diamétraux conjugués et le plan situé à l'infini est 
donc réciproque par rapport à la surface. Cela résulte du reste 
de la définition même du tétraèdre réciproque. 

268. — Condition pour qv!une surface de second degré passe 
par les sommets d'un des tétraèdres réciproques par rapport à 
une autre surface du second degré donnée. 

Prenons pour tétraèdre des coordonnées un tétraèdre réci- 
proque par rapport à la seconde surface, l'équation de cette sur- 
face est alors, si l'on veut, 

(0 ^' + ?/' + ^« + ^' = o. 
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et la même (surface rapportée à un second tétraèdre aussi réci- 
proque aura pour équation 

X« + Y« + Z« + T« = o, 

et X, Y, Z« T auront en â?« y, £, t des expressions de ta forme 



(2) 



X = mx + wy + pz + 9^ 

Z = m"x + r^'y + fz + (^'t 
T = m"'x + if y + fz + (ft. 



De là résultent les relations 



(3) 



„« _!_„'« + „''« + „•» = , 

?* + î" +9*^ +?"• = » 
rfM + wj'n' + »»"n" -f iw"»»"' = « 

»»;>+ fn>' + wi'>" + wy == 
mq + wiV + wi"?" + m"'?" = o 
nf \ n'p' + ny + rfp" = o 



De ces relations, on déduit, en multipliant les équations (2) 
respectivement par m, m', m", m" et ajoutant 

x = toX + mT 4- m'Z + m"T 
y= nX + nT + n"Z + «"T 

z = pX 4- pT + p"Z -f p"T 

f = 9X + gT + 9"ZH-?*T. 

Si l'équation de la première surface rapportée au premier 
tétraèdre est 



(4) 



ax* -f by* 4- ^* + <''* + »<'^y 4- . .. = o. 
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son équation par rapport au second tétraèdre sera 

(am* + 6n« + cp* + dq* + acmn + . . .)X' 

+ (W«+6n'« + )Y« 

+ (<iwi"* + *n"»-]- )Z« 

+ [am'"* + bn'"*+ )T 

+ =0/ 

Désignons par «j, 6,, e^, d^ les coelTicientâ des carrés des 
variables dans cette nouvelle équation; si l'on fait la somme 
de ces coefficients, en tenant compte des relations (3) , on a 

rtj + *j H- c, + *i =*« + * + <^ + <'^* 

Ainsi, quand on rapporte une surface du second degré aux 
différents tétraèdres réciproques par rapport à une même sur- 
face du second degré, la somme des coefficients des carrés des 
quatre variables dans Téquation est constante. 

Pour que la surface considérée passe par les sommets du 
second tétraèdre, il faut que Ton ait a^ = 6^ = c^ = d, = o, 
d'où l'on déduit la condition 

Si la seconde surface avait pour équation 

on ramènerait cette forme à l'équation (i) en posant 

a!x^=zx'\ by = y'% 

mais alors l'équation (4) deviendrait 
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et par conséquent la relation cherchée aurait la forme 

a b c d 

Théorème TEI. 

269. — Les tangentes menées du centre d'une surface du se- 
cond degré aux sphères circonscrites aux tétraèdres réciproques 
par rapport à cette surface^ ont une longueur constante. ] 

Prenons en eflfet pour tétraèdre des coordonnées le tétraèdre 
ayant pour faces les trois plans principaux de la surface et le 
plan à rinfmi. L'équation de la surface sera alors 

et Téquation d'une sphère quelconque 

ou 

a:« + y« + z* + (a« + ?« + Y^-ry + ...==o, 

a, p, Y étant les coordonnées rectilignes du centre de la 
sphère et r son rayon. 

Si Ton appelle T la longueur de la tangente menée du centre 
de la surface à la sphère, on aura 

«' + P' + ï'— r* = T«. 

mais la condition trouvée dans le numéro précédent , pour que 
la sphère soit circonscrite à un tétraèdre réciproque par rap- 
port à la surface, nous donne 

a« + é« + c« — r = o, 

Ainsi la longueur T est constante. 
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Théorènle TOI. 

270. — Toutes les surfaces du second degré qui passent par 
sept des sommets de deux tétraèdres réciproques à eux-mêmes 
par rapport à une mêm>e surface du second degré, passent par le 
huitièms sommet. 

On peut, en effet, prendre pour équation de la surface 
donnée 

par rapport au premier tétraèdre; 

X« + Y« + Z« + T« = o, 

par rapport au second. Si alors a, 6, c, d sont les coefficients 
des carrés dans l'équation d'une surface quelconque rapportée 
au premier tétraèdre, a', b\ c\ d' les coefficients des carrés dans 
l'équation de la même surface rapportée au second tétraèdre, le 
raisonnement du n"" 268 montre que l'on a 

a + b + c + d = a' + b' + c' + d\ 

Par conséquent, dès que sept de ces quantités seront 
nulles, la huitième le sera aussi, ce qui prouve la proposition. 
Nous avons déjà énoncé le théorème corrélatif (n"" 249). 

Tliéorèiiie IJL, 

271. — Les lignes qui joignent les sommets correspondants 
de deux tétraèdres polaires conjugués, par rapport aune surface 
du second degré, sont des génératrices du même système d'un hy- 
perboloîde à une nappe. 

Soient 

a=:o, P = o, Y = o, 8 = 

17 
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les équations des faces d*un des tétraèdres, a, 6, c, d les som- 
mets correspondants du second» Les équations des droites con- 
sidérées sont évidemment 

Y a 

1^ " — 1. 

JL— 1. — X 

en désignant par a^ le résultat de la substitution des coor- 
dotinées du point a dans Téquation du plan ^ Mais alors 
on a Oq = 6^, et si on pose 

les équations précédentes deviennent 

P T « 



m 


' n 


-p' 


ï _ 


8 


a 




z — ; 


= m' 


Q 


r 


§_ 


a 


_P 


s """ 


' n 


~?' 


a 


.}_._ 


_x 


P"" 


r 


a ' 



Maintenant les conditions pour qu'une droite 

fta 4^ ig 4- CY + rfS = 
a'ttJ^ i'jl -f.c'Y + rf'8 = o 
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rencontre chacune de ces lignes droites, sont 

m{aV — bd) + n[ac* — cd) -j- /?(ûd' — do!) = o , 
q [M — cV) + r(M'— dV) + m(6û'— ab') = o , 
s [cd: — de') + n[co! — ac') + q (cb' — bd) = o , 
p(da'-^ ad') + r(dtf — bd') + 8(d&^ cd') = o. 

Or si on ajoute ces quatre conditions , le résultat s'évanouit 
identiquement. Donc toute droite qui rencontre trois des droites 
considérées rencontre la quatrième; ainsi les quatre droites sont 
situées sur une surface réglée du second degré. 

La propriété corrélative est que les quatre droites , suivant 
lesquelles se coupent les faces correspondantes des deux tétraè- 
dres, sont aussi sur un même hyperboloïde à une nappe. 

Théorème HL, 

272. — Par les douze points de rencontre des génératrices d'un 
tétraèdre et S une surface du second degrés on peut faire passer 
quatre plansy chacun d'eux étant mené par trois points situés 
sur les génératrices d'un même sommet; les droites d'intersection 
de ces plans et des faces opposées du tétraèdre sont des géné^ 
ratrices rectilignes du même système d'un hyperboMde à une 
nappe. 

Soient a, p, y, 8 les faces des tétraèdres. Si Ton met l'équa- 
tion de la surface sous la forme 

il est facile de voir que les quatre plans ont pour équations 

a = /p -|- my + ^^ » 

Y = rS + wa +/?p, 
8 = na -|- çP + n» 
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Il nous faut prendre les intersections de ces plans respective- 
ment avec les quatre plans 

« = o, p = o, Y = o, 5 = 0, 

et ce sont les quatre droites ainsi obtenues qui sont sur un 
même hyperboloïde. Les conditions pour qu'une droite 

aot + 6p -f- CY + d8 = 0, 
a'a+i'p 4-c'Y+rf'5=:o, 

rencontre ces quatre droites, sont 

/ {cd: — d&) + m{db' — M') + n(bc'— cV) = o, 
p Ida' — ad')+q (a(/ — ccl) + lied'— de') = o, 
r{aV — ba!) + m{hd' — db') -f /){da'— arf') = o , 
n {be' — cV) + q {ea! — ac') + r(aV— ba') = o. 

Or si on ajoute ces équations multipliées respectivement par 
+ ï, — lï+i» — »» on trouve ime identité. Donc toute 
droite qui rencontre trois des droites considérées rencontre la 
quatrième. 

Ce théorème est l'analogue du théorème de l'hexagone de 
Pascal en géométrie plane. Le théorème corrélatif peut s'énoncer 
ainsi : 

Par les génératrices d'un tétraèdre on mène douze plans tan-- 
gents à une surface du second degré ; ces plans passent trois à 
trois par quatre points , si Ton combine ceux qui passent par 
les côtés d'une même face du tétraèdre; les droites qui joignent ces 
quatre points aux sommets correspondants du tétraèdre sont des 
génératrices du même système Sun hyperboloïde à une nappe. 
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IjlgAes focales. 



273. — Nous avons appelé, en géométrie plane, foyer d'une 
courbe du second degré , un point dont la distance à un point 
quelconque de la courbe est fonction linéaire des coordonnées de 
ce point. 

11 résulte de cette définition que si x' et y' désignent les coor- 
données d'un foyer d'une courbe du second degré, l'équation 
de la courbe peut se mettre sous la forme 

[x — x!Y + [y^t/f->r\{rnx + ny + pY = o. 

Cette équation peut être interprétée autrement : elle ex- 
prime que la courbe est doublement tangente, suivant la droite 

mx + ny -|- p = o, 
au cercle de rayon zéro, défini par l'équation 

[x-xJ+{y-yr = o. 

Comme ce cercle se réduit à un point qui n'est autre que le 
foyer, on peut donner des foyers dans les courbes du second 
degré cette autre définition : 

On appelle foyer à* une courbe Au second degré tout point-cercle 
ayant avec la courbe un double contact. 
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La ligne des contacts est alors la directrice. 

Cette définition peut être généralisée quand on passe à 
l'étude des surfaces, et elle conduit naturellement à définir 
ainsi les foyers des surfaces du second degré : 

On appelle foyer d!une surface iu second degré tout point- 
sphère ayant avec la surface un double contact. 

Un pareil point a avec la surface deux sections planes 
communes; les plans de ces sections sont tous deux réels ou tous 
deux imaginaires. Dans les deux cas, ils se coupent suivant 
une droite réelle , que nous appellerons la directrice correspon- 
dante au foyer. Cette droite est la droite des contacts. 

La recherche des foyers des courbes du second degré montre 
que ces courbes ont quatre foyers , dont deux réels situés sur 
le même axe, et deux imaginaires situés sur l'autre axe. 

Nous verrons qu'une surface du second degré admet une 
infinité de foyers, dont le lieu forme trois coniques, situées 
dans les plans principaux. Nous appellerons ces coniques les 
lignes focales iê la surface. 

274. — Lignes focales des surfaces à centre. L'équation d'une 
surface à centre rapportée à son plan principal est 



On obtiendra les foyers de cette surface en identifiant son 
équation avec l'équation 

• (a) S — LM = o, 

dans laquelle S= o est l'équation du pointnsphère, L = p, 
M = lès équations de deux plans. 

De ce que l'équation (2) doit pouvoir s'identifier avec l'équa- 
tion (1), il résulte que le produit LM ne doit pas renfermer 
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les rectangles des variables; il est donc de la forme 
ax^ + ay + a"z* +bx+ Vy •\^V'% + c, 
ou, ce qui revient au môme, 

û(ar-«)« + %-p)» + c(;:-T)«+rf. 

Cette quantité devant poavdr se décomposer en fticteurs, il 
faut que d = o et que l'une des trois quantités a, 6, c soit nulle; 
nous adopterons l'hypothèse c = o et nous déduirons des résul- 
tats obtenus, les résultats dans les deux autres hypothèses, 
simplement p£ff symétrie. 

Kous avons donc à identifier Téquation (i) avec Péquation 

(^ - ^f + [y-}/r+{^-^? + a{x - a)»+ %-?)«= o , 

ce qui nous donne 

z* = o, 
(3) aî'+aa=:o, î/'+6p=o, 

ri 

Des cinq dernières équations on déduit, par l'élimination de 
a, 6, a^ pt Téquatiop 

A l'hypothèse que ijous avons adoptée correspond donc une 
ligne focale située dans le plan des xy^ homofocale à la section 
principale corre^ondante et ayant pour sommets les foyers 
(réels ou imaginaires), situés dans ce plan, des sections prin- 
cipales perpepdiculaires. 

Aux deux autres hypothèses correspondent évidemment des 
résultats analogues dans les deux autres plans principaux, 

27#, -^ i^ deux plans (i et U ipi correspondent ^ un foy^ 
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sont représentés par les équations 

(a:-«)v/â+(y-p)V^=o, 
{x — a)\fâ—[y — ^)s/b = o. 

Us sont perpendiculaires au plan principal dans lequel se 
trouve le foyer, et par suite il en est de même de la directrice 
correspondante au foyer. On aurait pu prévoir ce résultat à 
priori; car ces plans, coupant la surface suivant la même courbe 
qu'une sphère, sont des plans cycliques. 

Des équations des deux plans L et M il résulte que les coordon- 
nées du pied de la directrice sont a et p et les équations (3) 
nous donnent pour les valeurs de ces coordonnées en fonction 
des coordonnées du foyer 

„- Ax' By' 

Théorème I. 

276. — Le plan qui passe par un foyer et la directrice corres- 
pondante est normal à la ligne focale et coupe la surface suivant 
une conique qui admet ce point pour foyer et cette droite pour 
directrice. 

L'équation de la normale en un point x\ yf de la ligne focale 
située dans le plan des scy est 

(A-C)(a>-xO ^ (B-C)(y-y-) 

ou 

0?' y 

cette équation est évidemment satisfaite par les coordonnées 
a, p du pied de la directrice. 

Ainsi le plan normal à la ligne focale au point F passe par la 
directrice D. Ce plan coupe la surface suivant une conique et le 
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point sphère suivant un point-cercle F qui a avec la conique un 
double contact suivant la droite D. 



Théorème II. 

277. — Le pied de la directrice correspondante à un foyer est le 
pdie, par rapport à la section principale y de la tangente à la ligne 
focale menée par le foyer considéré. 

Le point a, ^ a, en effet, pour polaire, par rapport à la section 
principale, la droite représentée par Téquation 

Si l'on remplace a et ^ par leurs valeurs en fonction des 
coordonnées du foyer correspondant, cette équation devient 
l'équation de la tangente à la ligne focale en ce point 



A— C"^B — C"' 



H. 



278. — Examinons maintenant la nature des lignes focales 
dans les différentes surfaces à centre. 

1* Ellipsoïde. Soit A > B > C. Dans le plan xy la ligne fo- 
cale est une ellipse intérieure à la surface. 

Dans le plan y2, c'est une 
ellipse imaginaire; enfin, dans 
le plan zXy c'est une hyperbole, 
dont les sommets réels sont sur 
Taxe des a?, à une distance du 
centre plus petite que celle des 
sommets de l'ellipse focale dans 
le plan des xy situés sur le même axe. Cette hyperbole focale 
passe par les d ombilics de la surface (fig. 1 15). 
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Fig. 115. 
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2» HypifboloUe à une wippe. — Soit 
G < o et A > B. La ligne focale dans le 
plan des ocy est une ellipse extérieure à 
la surface. Dans le plan yz c'est une 
ellipse imaginaire; enfin, dans le plan 
des zx c'est une hyperbole dont les som- 
mets sont sur Taxe des a? et qui est inté- 
rieure à la surface (fig. 116). 

3* Byperbohide à deux nappes. -^ Soit 
G > 0, A* > B*. La ligne focale dans le 
plan des xy est une ellipse imaginaire ; dans 
le plan des y«, c'est ime ellipse dont les 
sommets sur l'axe des z sont intérieurs à 
la surface; enlin, dans le plan des zx 
c'est une hyperbole dont les soauaets réels 
sont sur l'axe des x et plus rapprochés 
du centre que ceux de l'ellipse focale (fig. 
117). 

4* Cône. — Dans le cône les lignes fo- 
cales se réduisent à des systèmes de droites ; 

celles qui sont situées dans le plan du plus grand angle du 

cône, sont seules réelles. 




Fig. 117. 



Théei^ème m. 



279. '-*-' Les lignes focales d'un cône sont perpendiculaires aux 
plans cycliques du cùne réciproque. 

Si l'écpi^ion du cône proposé est en effet 

îl + IL* + f! = o. 
A ^ B^C 

J'équatipR çlu cône réciproque sera 
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sa? 



Or les Ugnes focales du premier cône situées d^ns le plan 
des ocy sont représentées par Téquation 



A—G ♦ B—G 



= 0, 



et les traces des plans cycliques di; second, perpendiculaires au 
plan des xy^ sont représentées par l'équation 

(A_C)ar« + (B-.C)y«=o, 

et il est évident que ces équations représentent deux systèmes 
de droites respectivement perpendiculaires. 

Nous ferons une étude spéciale du cône et de ses lignes fo- 
cales dans un chapitre suivant. 

280. — Lignes focales des surfaces dépourvues de centre. — 
On obtiendra les lignes focales des surfaces dépourvues de 
centre par la même méthode que celles des surfaces à centre, ou 
encore, en les considérant comme limites des surfaces à centre. 

Le paraholoïde elliptique admet deux 
lignes focales paraboliques : celle qui est 
située dans le plan de la parabole prin- 
cipale du plus grand paramètre est in- 
térieure à la surface; celle qui est si- 
tuée dans l'autre plan principal a ses 
branches infmies dirigées de l'autre 
côté et est en partie intérieure à la surface (fig. 118)* 

Le paraboloïde hyperbolique admçt 
aussi deux lignes focales paraboliques 
situées dans les deux plans principaux, 
et présentant leurs branches infinies 
dans le même sens que la section 
principale dan§ le plan de laquelle 
chacune d'elles se trouve (fig. 119). 
-/ 

Fig. m. 




Fig. 118, 
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281. — Distinction de deux espèces de foyers. — Nous avons 
appelé foyer d'une surface du second degré tout point-sphère 
ayant un double contact avec la surface, ou, ce qui revient au 
même, ayant avec la surface deux sections planes communes. 
Les plans de ces sections peuvent être réels ou imaginaires; de 
là deux espèces de foyers. Nous appellerons foyers de première 
espèce ceux pour lesquels les plans des sections sont réels ; foyers 
de seconde espèce ceux pour lesquels ces plans sont imaginaires. 

282. — Interprétation de ï équation S — LM = o. — Pour 
les foyers de première espèce, les plans L et M étant réels, 
Téquation S — LM = o nous donne immédiatement cette pro- 
position : 

La distance Sun point quelconque d'une surface du second 
degré à un foyer de première espèce^ est dans un rapport con- 
stant avec la moyenne proportionnelle des distances de ce point 
aux plans menés par la directrice correspondante, parallèlement 
aux plans cycliques réels de la surface. 

Pour un foyer de seconde espèce, L et M étant imaginaires, 
l'équation ne peut pas être interprétée de la même manière. 
Hais nous avons vu qu'on peut la mettre sous la forme 

S=a(ir-«)« + %-p)«=o. 

Si l'on cherche la distance, comptée parallèlement à un plan 
z = m.T, d'un peintre', y', is' aune droite 

c'est-à-dire la distance l du point af^ y\ ss! au point où la droite 
considérée est rencontrée par le plan parallèle kz = mx mené 
par le point x\ y\ z' on a 

/« = (i+m«)(a/-a)» + (y'-P)«. 
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Dans le cas qui nous occupe a ei b sont tous deux positifs; 
si a est plus grand que 6, on peut poser i + m* =t , et Téqua- 
quation de la surface devient 

ainsi le rapport des distances est constant. 

Le plan z = mx est un des plans cycliques réels ; mais il est 
facile de le démontrer géoméîriquement. 

Si Ton considère tous les points de la surface situés sur un 
plan parallèle au plan z = mxy l'extrémité d!e la droite qui 
mesure, parallèlement au plan z = ma?, leur distance à la di- 
rectrice, est la même pour tous, par conséquent tous les points 
de la surface situés dans ce plan sont tels que leur distance au 
foyer est dans un rapport constant à leur distance à un point 
fixe de la directrice; et, comme le lieu des points dont les 
distances à deux points fixes sont dans un rapport constant 
est une sphère, le plan considéré coupe la surface suivant un 
cercle. Ainsi 

Dans une surface du second degré la distance d'un point quel-- 
conque à un foyer de seconde espèce est proportionnelle à la dis* 
tance de ce point à la directrice, cette distance étant comptée pa- 
rallèlement à l'un des plans cycliques réels de la surface. 

Le rapport constant de la distance d'un point au foyer et à la 
directrice a été appelé le module de la surface. De là l'expres- 
sion de foyers modulaires qu'on donne aux foyers de seconde 
espèce. 

Le raisonnement qui nous a servi à montrer que le plan 
z = mx est parallèle à un plan cyclique est en défaut quand 
le module est égal à i. Au lieu d'une sphère on a alors en 
effet un plan, par conséquent chaque plan parallèle au plan 
z = mx coupe la surface suivant une droite. La surface est 
donc un paraboloïde hyperbolique. Il est du reste facile de voir 
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que le caractère distinctif du paraboloïde hyperbolique est 
d'avoir un module égal à i. 

Tltéorème IV. 

283. — Les lignes focales d'utie surface du second degré 
forment le lieu des sommets des canes de révolution circonscrits à 
la surface. 

En effet, si un cône de révolution est circonscrit à une sur- 
face du second degré, son sommet peut être considéré comme 
un pointrsphère auquel le cône est aussi circonscril et comme 
deux surfaces enveloppées par le même cône sont doublement 
. tangentes^ le sommet du cône est un foyer de la surface. 

Réciproquement, lorsque deux surfaces sont doublement tan-^ 
gentes, elles sont enveloppées toutes deux par deux cônes, qui 
sont de révolution, si Tune des surfaces est une sphère; si la 
sphère se réduit à un point, les deux cônes se réduisent évi- 
demment à un seul dont le sommet est ce point et qui est 
encore de révolution; ainsi tous les cônes de révolution, cir- 
conscrits à la surface ont leiu* sommet en un point des lignes 
focales» et réciproquement tout cône circonscrit à la surface 
ayant son sommet en un point des lignes focales est de révo- 
lution. Les lignes focales sont donc le lieu des i^mmets des 
cônes de révolution circonscrits à la surface. 



CHAPITRE V. 

Htucfaoen inomofodales. 



284. — On appelle surfaces homofocdles des surfaces ayant 
mêmes lignes focales. Il résulte de cette définition que les sur- 
faces homofocales ont mêmes directions d*axes, et que la diffé- 
rence de carrés de leurs axes de même direction est constante. 

Nous rapporterons les surfaces homofocales à leurs axes com- 
muns et nous représenterons par 

Téquation de la première surface, a', 6*, é* pôuvatit être néga- 
tifs. Nous représenterons aussi pat a'*, fr^S c'* les carrés deâ 
axes d'une surface homofocale, ces quantités pouvant aussi être 
négatives. De sorte qu'on a 

a« — a'* = 6* — 6'« = c« — c'«. 
Problème. 

285. — Trouver Ib$ surfaceg homofocales à me iurfaee donnée 
et passant par un point donnée 

Soit 

/*.« 4i« ^« 

^ 4- 2- 4- r. --- 1 
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r équation de la surface donnée. L'équation générale d'une sur- 
face homofocale est 



y' 



û«_X ' ô« — X • c«— À 



En exprimant que cette surface passe par le point a?', y\ z\ on 
a^ pour déterminer X, l'équation du troisième degré 






a«_X ' 6«_X ' c" — X 

Cette équation a toutes ses racines réelles et inégales, car si 
on suppose que a*, 6*, c* soient dans l'ordre de grandeur orois- 
santOy on voit immédiatement sur l'équation qu'il y a une ra- 
cine comprise entre — oo et a' — e, une autre entre a* + e et 
6* — €, et enfin une troisième entre 6* + e et c* — e. 

Il y a donc trois surfaces homofocales passant par un point 
donné, et il est facile de voir que l'une est un ellipsoïde, la 
seconde un hyperboloîde à une nappe, la troisième une hyperbo- 
loïde à deux nappes. Si js* = o, l'une des racines de l'équation en 
\ devient X = c* et la surface homofocale correspondante est 



Ainsi quand le point x\ y', J est dans l'un des plans prin- 
cipaux de la surface proposée, ce plan est J'une des trois sur- 
faces homofocales passant par ce point. Si l'on fait tendre z' 
VQTS o, on voit que l'une des trois surfaces s'aplatît de plus 
en plus sur le plan xy^ son contour apparent sur ce plan 
s'approchant de plus en plus de la hgne focale située dans ce 
plan, de sorte que la limite des plans tangents menés par une 
droite extérieure se compose des plans que Ton peut mener par 
cette droite tangentiellement à la ligne focale. 
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286. — Expressions des coordonnées d'un point en fonction des 
axes des surfaces homofocales passant par ce point. — Pour ré- 
soudre simplement cette question, nous prendrons pour inconnue 
dans le problème précédent Taxe des a; de la surface cherchée. Si 
Ton pose 6' — a*=^k^^c* — a* = ft',k* et A* pouvant être négatifs, 
les axes des x des surfaces homofocales passant par le point 
x\ y\ js' seront donnés par l'équation du troisième degré en a'* 

^ + a'« + A:*"^«'* + /i*~ '' 
ou 

(i ) «'• + a" (h' + i« — x'* — y'' — z') 

+ a'« [A«A« — (Â« + Jt«) a/* — Ay^ __ j^^^'-j _ ^'A; V« = o. 

De là on déduit, en désignant par a', a", a"' les trois axes des 
X des surfaces cherchées 






et par symétrie 



y'V 



(6«_at)(c2_a*)' 

(c* — 6»)(a»— 6») 
* — (a«_c»)(6« — c')' 
287. — De l'équation (i) on déduit encore 

a'2 +a"» -1- a"" = a;'* + y" + z" — h^ — k*, 
d'où 

a;" + 2/" + s" = a'» + 6"' + c"', 

ce qui exprime que le carré de la distance d'un point au centre 
est égal à la somme des carrés de trois des axes des surfaces 
homofocales passant par ce point, ces axes appartenant aux trois 

18 
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surfaces et étant dirigées suivant les trois axes de la surface 
proposée. 

On peut, comme exercice de calcul, se proposer de déduirje 
la relation précédente des valeurs de a:'*, y'% «'* trouvées dans le 
numéro précédent. 

Tliéopèiiie !• 

288. — Deux surfaces homofocaies se coupent mutuellement à 
angle droit. 
Soient 

1-4-^ 4-- — 1 






^' + yL + iL = 



deux surfaces homofocales qui se coupent, x\ y\ z' un de leurs 
point d'intersections, les normales aux surfaces en ce point 
font avec les axes des angles dont les cosinus sont 



P^- PY^^ PY^^ 

w' _ //' M— Ti" — 

P ^v,> P f^ntf P ^i.ty 



p', p" étant les distances de l'origine aux plans tangents aux 
deux surfaces. L'angle ç des deux normales est donné par la 
formule 



coso 






Or si on retranche membre à membre les équations des deux 
surfaces, en remarquant que 

«"* - a'* = 6"» - 6^« =^ c"» — c'S 
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il vient 

On a donc cosç=: o. 

Tliéorème D. 

289. — La section diamétrale parallèle au plan tangent en un 
point d'une surface du second degré a ses axes parallèles aux nor- 
males aux deux surfaces homofocales à la proposée qui passent 
par ce point. 

Ces deux normales sont en effet rectangulaires et parallèles 
au plan de la section ; il reste à voir que les cosinus de leurs 
directions vérifient la relation qui existe entre les cosinus de 
deux diamètres conjugués, c'est-à-dire que Ton a 






o. 



Mais les trois surfaces qui passent par le point x\ yS js' étant 
homofocales, on a 

Retranchant membre à membre, il vient 

Ce qui démontre la proposition. 

290. — Longueur des axes de la section. Si Ton désigne par 
a, p, Y les angles que fait avec les axes un rayon vecteur de la 



276 LIVRE IV. — CHAP. V. 

surface et par o sa longueur, l'équation de la surface peut 
s'écrire 

1 _ COS*a COS'P COs'y 

Les axes cherchés sont les rayons vecteurs de la surlace qui font 
avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus sont 






On a donc pour la longueur du premier axe 



Mais nous avons 



i a;'» v'* 2'* 

-- =r — + i- 4- I- 

En retranchant , il vient 

« 

Par conséquent la valeur du premier axe est 

P'* = «• — «'», 
celle du second est de même 

p * = «- û -. 
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291. — Si Ton désigne par p la distance de l'origine au plan 
tangent à la surface proposée au point x\ y\ z\ on a, d'a- 
près le second théorème d'Apollonius, 

ppY=ab€; 
donc 



P = 



Considérons maintenant une siu'face du second degré 

et appelons a\ a'^', a'", 6', b'\Jb"\ c\ c", d" les axes des trois sur- 
faces homofocales qui passent par un point quelconque x\ y\ «', 
et p', p". p"' les distances de l'origine aux plans tangents à ces 
trois surfaces, on a 



y-= 









yjnt, . 



On remarque de suite l'analogie qui existe entre ces valeurs 
de p\p",p'" et les valeurs données précédemment pour a;', y', js' 
(n** 286). On 'peut interpréter cette analogie de la manière sui- 
vante: Si l'on prenait pour axes coordonnés les normales à 
trois surfaces homofocales en leur point de rencontre, p', p", p'" 
seraient les coordonnées du centre de ces surfaces. La symétrie 
observée montre qu'il y a trois surfaces homofocales entre 
elles, ayant pour directions d'axes les normales aux premières 
surfaces homofocales considérées, passant par le centre de ces 
surfaces et tangentes à leurs plans principaux; les carrés des 
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axes de la surface tangente à yz sont a'% a"', a"" ; ceux de la 
surface tangente à zxy 6'% 6"S 6'""; enfin ceux de la surface 
tangente à ocy, c'% c"\ c'"^. 

De plus, d*après le numéro précédent, si par le point x\y\z^ on 
mène un plan parallèle au plan xy^ il déterminera dans la sur- 
face qui est tangente à ce plan une section, dont les axes sont 
parallèles à ox et oy;les carrés de ces axes sont c' — a*, c' — 6* ; 
ce plan coupe donc la surface suivant une courbe plane égale 
et parallèle à la conjuguée de la ligne focale dans le plan xy. 
(Nous appelons ici lignes conjuguées des courbes ayant mêmes 
directions d'axes et dont les carrés des axes sont égaux et de 
signes contraires.) 

Problème II, 

292. — Tfcfwoer U litu du pôle d'un plan donné par rapport à 
un système de surfaces homofocales. 
Soit 

Ax + By^ + Cz = i 

le plan donné, Ç, t), Ç les coordonnées de son pôle qu'on ob- 
tiendra en identifiant l'équation précédente avec l'équation 

^^ . y^ . ^^ ^, 



Cette identification donne 






ô«_X ' *« — X ' c« — X 

Si l'on élimine X entre ces équations, il vient pour les équations 
du lieu 

Le lieu est donc une droite perpendiculaire au plan. 
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Il résulte de là que le lieu du pôle d*un plan tangent à une 
surface du second degré par rapport aux surfaces homofocales 
est la normale au point de contact. 

Le problème précédent donne aussi immédiatement la solu-^ 
tion de cette question : Trouver les surfaces homofocales à une 
surface donnée^ et tangentes à un plan donné, car il permet de dé- 
terminer le point de contact. 

OTliéerèiiie m. 

293. — Les axes Sun cône circonscrit à une surface sont 
les normales aux trois surfaces homofocales passant par son 
sommet. 

Il résulte, en effet, de la remarque faite dans le dernier nu- 
méro, que le trièdre formé par ces trois normales est réci- 
proque par rapport à la surface proposée, et par suite par rap- 
port au cône; car il a son sommet au sommet du cône et les 
trois points où ses arêtes rencontrent le plan de contact du cône 
forment un triangle réciproque par rapport à la courbe de con- 
tact. Les arêtes de ce trièdre forment donc un système de dia- 
mètres conjugués du cône, et comme le trièdre est trirectangle, 
ses arêtes sont les axes du cône. 

Si la surface donnée s'aplatit de plus en plus, en restant ho- 
mofocale à elle-même, le cône circonscrit tendra vers le cône 
focal, c'est-à-dire vers le cône ayant pour base la ligne focale 
dans le plan avec lequel la surface tend à se confondre; il en 
résulte que le plan tangent à. une surface est un des plans prin- 
cipaux du cône focal correspondant, et par conséquent les plans 
menés par une tangente à une surface tangentiellemenl au cône 
focal du point de contact, font des angles égaux avec le plan tan- 
gent à la surface. 

Cette propriété est analogue à celle des rayons vecteurs des 
foyers dans les courbes du second degré. 

Si la surface proposée devient un cône, on a cette propo- 
sition : 



280 UVRE IV. — CHAP. V. 

Les plans qui passent par les deux lignes focales d'un cône et 
par une même génératrice font des angles égaux avec le plan tan- 
gent au cône le long de cette génératrice. 

294. — Équation du cône circonscrit rapporté à ses axes. — 
Soient a, p, y les angles que fait avec les axes du cône une 
normale quelconque à ce cône. La somme des carrés des pro- 
jections des axes d'une des trois surfaces homofocales ayant 
pour centre le sommet du cône et passant par le centre de la 
surface à laquelle le cône est circonscrit, est égale à la somme 
des carrés des projections de trois quelconques des diamètres 
* conjugués de cette surface. Prenons par exemple celle des trois 
surfaces qui a pour axes a\ al\ a'". La somme des carrés des 
projections des axes de cette surface sur la normale au cône 
est 

a"cos*a + û"*cos«p + a"'«cos'Y , 

et cette quantité est égale à la somme des carrés des projec- 
tions de trois diamètres conjugués quelconques de la surface. 
Or nous connaissons un système de diamètres conjugués de cette 
surface, celui qui est formé par le rayon vecteur mené du som- 
met du cône au centre de la surface à laquelle le cône est cir- 
conscrit, et par deux droites égales et parallèles aux axes de la 
courbe conjuguée à la ligne focale de cette surface dans le plan 
yz. La quantité écrite plus haut est donc égale à la somme des 
carrés des projections de ces trois droites sur la normale, au 
cône. Mais les projections de chacune de ces trois droites ne 
changent pas, lorsqu'on déplace le sommet du cône dans le 
plan tangent perpendiculaire à la normale considérée. Nous 
pouvons donc, pour évaluer la quantité précédente, supposer le 
sommet du cône sur la surface primitive, ce qui réduit le cône 
à un plan ; alors o'* devient a', cos' a devient i , et les autres 
cosinus 0. Par conséquent on a la relation 
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que Ton peut encore écrire 

(a'* — a«)cos*a + (o"* — a*)cos*p + {a'"^ — a*)cos'Y ^ o. 

Comme a, p, y sont les angles d'une normale quelconque au 
cône circonscrit proposé, avec les directions de ses axes, l'é- 
quation du cône réciproque rapportée aux mêmes axes est 

(a'« — a«) a?» + (a''* - a^jtj^ -|- («'"« — a') 2' = o , 

et par conséquent l'équation du cône circonscrit lui-même, 
rapporté à ses axes, est 

''' . f y' , ^' — n 



a'^ — a^ ' a'"''-a' ' a'"^—a^ 



Tliéorème IV. 



295. — Les cônes ayant pour sommet un point fixe et circon- 
scrits à une série de surfaces homofocales sont homofocaux^ et 
leurs lignes focales sont situées sur les surfaces homofocales qui 
passent par le sommet. 

11 est d'abord évident que tous les cônes considérés ont 
mêmes directions d'axes, puisque ce sont les directions des 
nx)rmales aux trois surfaces homofocales passant par le sommet. 
L'équation de ces cônes, rapportés à leurs axes, montre de 
plus que la différence des carrés de leurs axes est constante. 
Tous les cônes considérés ^ont donc homofocaux ; si l'on prend 
les axes des cônes pour axes des coordonnées, le système des 
deux droites focales situées dans le plan xy est représenté par 
l'équation 



Le plan, mené par le centre des surfaces homofocales, pa- 



2ft2 UVWE IV. — CHAP. V. 

rallèlement au plan xy^ coupe Tune des surfaces homofocales 
qui passe par le sommet du cône, suivant la conique (n* 290) 

a'^t _ a'* "^ a"'» — a"» "" ^^ 



la section par le plan parallële mené par l'origine, a pour équa- 
tion 

^ , y' _, 



ce qui démontre la seconde partie de la proposition. 

296. — Surfaces homofocales tangentes à une droite. Soit A 
un point de cette droite ; prenons pour axes des coordonnées 
les normales aux surfaces homofocales passant par ce point , et 
soient a', a", a'" les axes de ces surfaces parallèles àl'axea de la 
surface cherchée. La surface cherchée étant tangente à la droite 
donnée, en un certain point M , cette droite est une génératrice 
du cône ayant pour sommet le point A et circonscrit à cette 
surface; si donc a, p, y sont les angles de la droite avec les 
axes que nous avons choisis, on ainra (n° 294) 

C0S*a COS*P COS'y 

fl''^^^^» + ?^^^a« "•" a'"'— a* "" ''* 

Cette équation étant du second degré en a% il y a deux surfacQ^ 
homofocales tangentes à la droite donnée. Soient a'^ et a% les 
racines, on verra aisément que les deux cônes 

1 ^^ L ^ ^ ^ o. 






y' 



o'» «« ' /."î /»» ' n"'t /»> 



se coupent à angle droit. Ainsi , 

On peut mener deux surfaces homofocales tangentes à une 
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droitef et les deux plans tangents au point de contact sont rec- 
tangulaires. 

On peut encore énoncer cette proposition de la manière sui- 
vante : 

Les cônes circonscrits à deux surfaces homofocales et ayant 
même sommet se coupent à angle droite 

Nous donnerons maintenant un exemple de l'emploi de la 
théorie précédente. 

ProMèmc m. 

297. — Irouver le lieu du sommet d'un trièdre trirectangle 
dont les arêtes sont tangentes à une surface du second degré. 
Prenons pour axes des coordonnées les axes de la surface 

donnée S 

X* y* 2* 

? + ^+?'^'^ 

et soient j?, y, z les coordonnées d'un point M du lieu. Appe- 
lons a, p, Y 1^8 angles que fait une des tangentes à la surface 
avec les axes du cône circonscrit ayant pour sommet le point M ; 
a', p', y' les angles que fait la seconde arête du trièdre avec 
les mêmes axes, a", p", y" ^^ angles de la troisième. Ces trois 
droites étant sur le cône circonscrit, on a, en appelant a\ a", 
a'" les axes parallèles à l'axe a de. la surface S, des surfaces 
homofocales passant par le point M 

cos'a cos*p cos*Y 



a'^ — a^ • a"— a' ' a'"' — a^ 
cos*a' .cos*P' cos'y' 



a' — a^ 



— UL L * — o. 



d'où, en ajoutant 



tt" — a' 
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Mais les quantités a'* — a% o"* — a% a"'* — a' sont les trois ra- 
cines de Téquation 

ou 

X»+X*(^' + y*+z« — a'— *«~0 
_X[(6*+cV+{^'+ûV+(«'+^*)2'---^V--cV— aV]+P==o. 

La somme des inverses des racines de cette équation est égale 
au coefficient de \ divisé par P; on a donc pour l'équation du 
lieu cherché 

(b^ + c»)x' + (c* + a*)y* + (a*+ **) z* — i V — c»a« — a*ô* = o. 

298. — Des points correspondants. Si a, b^ c^ a\ b\ c' sont 
les axes de deux surfaces homofocales, deux points x^y^z^ 
x\ y\ z' de ces surfaces sont dits correspondants lorsque 

X x' y y' z zf 

It'^â" b'^b" c'^?' 

A un point d'une surface correspondent sur les surfaces ho- 
mofocales de même espèce les points situés sur l'intersection des 
deux autres surfaces homofocales passant par ce point; car 
on a 



x'^ 
et -7j reste par suite constant tant que a"% a'"* restent constants, 

c'est-à-dire quand on se déplace le long de l'intersection des 
deux surfaces a" et a'". 



Théerème T. 

299. — La somme des carrés des distances au centre de deux 
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points situés sur deux ellipsoïdes homofocaux est égale à la somme 
des carrés des distances au centre des deux points correspondants. 
Appelons m et m' les distances du centre à deux points cor- 
respondants M et M' des deux ellipsoïdes, nous aurons 

m'» — m« = x'* — ar*+y" — y* + s'*— 2«=:«'«— a*. 

Appelons n et n' les distances du centre à deux points cor- 
respondants N et N', nous aurons de même 

on en déduit 



Théorème TI. 

300. La dislance de deux points situés sur deux ellipsoïdes 
homofocaux est égale à la distance des points correspondants. 

Si Ton désigne par x, y, z les coordonnées du point M, et 
par iP,, y„ z^ celles du point N, on a 

W' = n' + .--,{^ + '-f^ + '-^), 

On en conclut que les distances MN' et M'N sont égales. 

Ce théorème, dû à Ivory, sert dans la solution du problème 
de l'attraction des ellipsoïdes. 



CHAPITRE VI. 

GÙYke et ellipse spli4rl(31ii.e. 



301. — Tout cône de Tordre m peut être considéré conune 
un cône ayant pour base une courbe plane de Tordre m; il en 
résulte que les propriétés descriptives des lignes planes algé- 
briques, où Ton ne fait intervenir que des points et des droites, 
se transforment en propriétés du cône; les points et les droites 
sont remplacés par des droites et des plans passant au som- 
met du cône, et vice versa. Ainsi, par exemples, les théorèmes 
des hexagones inscrits et circonscrits, des polygones pivotants,... 
dans les courbes du second degré, donnent des propriétés ana- 
logues dans les cônes du second degré. 

Imaginons une sphère ayant son sommet au centre du cône; 
le cône tracera une courbe sur la surface de la sphère; les 
droites et les plans menées par le sommet détermineront des 
points et des arcs de grand cercle. La figure ainsi formée, per- 
spective sur la sphère de la figure plane, est d'un emploi com- 
mode pour exprimer les propriétés des cônes. Deux courbes 
quelconques tracées sur la sphère, se coupent sous le même 
angle que les cônes qui ont ces courbes pour bases. Un cône du se- 
cond degré trace sur la sphère deux courbes fermées symétriques 
et égales dont Tensemble a reçu le nom de conique sphérique; 
chacune d'elles considérée isolément s'appelle ellipse sphérique. 

La conique sphérique admet trois axes de symétrie, qui sont 
les intersections de la sphère par les plans principaux du cône; 
elle admet aussi six centres, qui sont les points où la sphère 
est rencontrée par les axes. Chaque ellipse sphérique admet un 
centre intérieur qui est Textrémité de Taxe intérieur au cône; 
elle admet aussi deux axes de symétrie rectangulaire qui sont 
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les intersections de la sphère par les plans principaux du cône 
passant par Taxe intérieur. 

302. — Pôles et polaires sphèriques. — Le rapport anhar- 
monique de quatre points en ligne droite dans le plan, étant 
égal au rapport anharmonique du faisceau des quatre droites, 
est aussi égal au rapport anharmonique des points sur la sphère, 
si Ton prend dans l'évaluation de ce rapport les sinus des arcs 
et non ces arcs eux-mêmes. A quatre points conjugués harmo- 
niques dans le plan, correspondront quaâ'e points conjugués 
harmoniques sur la sphère. Par suite, la polaire d'un point par 
rapport à la base du cône étant une droite, la polaire d'un point 
par rapport à une ellipse sphérique sera un grand cercle. 

On pourra donc, en prenant pour directrice une ellipse sphé- 
rique construire sur la sphère des courbes polaires réciproques, 
et chaque théorème donnera naissance à un théorème corrélatif. 

Il existe sur la sphère un autre mode de transformation des 
figures fréquemment employé et intéressant en lui-même, parce 
que c'est le premier exemple de la dualité des propriétés de 
l'étendue. C'est le mode de transformation étudié en géomé- 
trie sphérique, dans lequel on fait correspondre à un triangle 
le triangle supplémentaire. Voici comment on peut déduire ce 
mode particulier de la transformation par les polau-es réci- 
proques dans l'espace. 

Considérons une sphère de rayon r; un point placé sur le 
rayon OM, à une distance d du centre, a pour plan polaire un 
plan perpendiculaire à OM et à une distance du centre égale 

r' 

à — . Comme cette distance tend vers o en même temps que r, 

les plans polaires des divers points de la droite OM, par rap- 
port à une sphère de rayon infiniment petit, coïncident avec le 
plan mené par le point perpendiculairement à OM ; on peut 
donc regarder ce plan comme étant le plan polaire de la 
droite OM. Par suite, si on a une figure formée de droites et 
de plans passant par le même point 0, on obtiendra la figure 
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corrélative en menant des plans et des droites perpendiculaires 
aux droites et aux plans de la première figure. Sur la sphère, on 
substituera à un grand cercle son pôle, et réciproquement. 
Dans ce système, à un cône du second degré, correspond le 
cône supplémentaire. 

Une propriété remarquable de ce mode de corrélation sur la 
sphère, est exprimée par la formule 

dans laquelle S désigneFaire sphérique comprise dans une ligne 
fermée quelconque, aire rapportée au triangle sphérique tri- 
rectangle comme unité, L le contour de la figure supplémen- 
taire, mesuré avec le quadrant pour unité. 

En effet. Taire d'un polygone sphérique de n cotés, dont 
A, 6, C... sont les angles, est 

S = A + B + C — a(n — a). 

Les côtés a, 6, c,... du polygone corrélatif sont supplémentmres 
des angles du premier ; 

a=:2 — A, é = 2 — B, c = 2 — c... 

En ajoutant membre à membre, on trouve S + L = 4. 

308. — Foyers de t ellipse sphérique. — Nous avons vu, dans 

la théorie des lignes focales, que 
les lignes focales du cône se com- 
posent de deux droites situées 
dans le plan du plus grand angle 
du cône, passant par son sommet, 
intériem-es à la surface et symé- 
y ..-' triques par rapport aux plans prin- 

Fig. 120. cipaux. Soient OA et OB (fig. 120) 

les génératrices du plus grand angle du cône, que nous suppo- 
sons être dans le plan sx, OM et OM' les deux lignes focales. 
A un foyer quelconque F correspond une directrice GE perpen- 
diculaire au plan zx^ et située dans le plan mené par le point F 
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perpendiculairement à la ligne focale (n* 276); de plus les 
quatre points E, F, G, D forment une proportion harmonique 
(n* 277). De là il résulte que le lieu des directrices qui corres- 
pondent aux foyers situés sur OM est un plan perpendiculaire 
^ zx dont la trace 01 est conjuguée harmonique de OM par rap- 
port à l'angle BOA. Ce plan est dit le plan directeur corres» 
pondant à la ligne focale OM. A la droite OM' correspond de 
même un plan directeur 01' symétrique du précédent. 

Il y a donc dans l'ellipse sphérique deux foyers situés sur le 
grand axe; à chacun d'eux correspond une directrice, arc de 
grand cercle perpendiculaire au grand axe. 

Théorème I. 

30A. — Le rapport des sinus des dislances Sun point Sune 
ellipse sphérique à un foyer et à la directrice correspondante est 
constant 

Nous savons que le pian mené par le foyer F et la directrice 
EG est perpendiculaire à la ligne focale OM, et coupe le cône 
suivant une elUpse dont F est un foyer et EG la directrice* 
Si P est un point de cette ellipse, on a donc 

FF 

—-- = constante. 

PQ 

Mais si l'on désigne par a et p les angles de la génératrice OP 
avec OF et le plan directeur, par y l'angle du plan de l'ellipse 
et du plan directeur, par I la distance OP, on a 

PF = /sm.,PQ = ^-^^ 
sm-f 

rk sina 

JLlonc ■ . ^ = constante, 

smp 

puisque y est un angle constant. De là résulte le théorème 
énoncé. 

19 
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Poui* avoir le théorème corrélatif dans la tranafo^nàtion par 
les figures supplémentaires, il faut remarquer que les lignes 
focales d'un cône étant perpendiculaires aux plans cycliques du 
cône réciproque (n** 279)^ les foyers se transformeront en arcs 
cycliques; on peut donc énoncer ainsi le théorème corrélatif 1 

JÈîant donnée un point dé la sphère ei un grand ctri&lei si un 
Mutre grand een^k se meut de manière que le sinus de Vangle qu'il 
fait avec h plan fiœe eoit au sinus de Vare perpendiculaire m(mè 
par U point figoe dans un rapport consi&Mi le eercle mobile tn^ 
f^ehppe une elUpse sphérique^ dont le e^cle fiœe est Tun éeê ar^ 
cycliques, 

Tlièorèiiie D. 

305. -« La somme des rayons vecteurs qui joignerU un point 
quskonque d'une ellipse sphirique à ses deux foyers intérieure est 
constante. 

Pour démontrer cette proposition, cherchons Téquation du 
plan directeur correspondant à une ligne focale. Ce plan étant 
perpendiculaire à zxy son équation est celle de sa trace sur 
le plan zx; c'est Téquation de la droite qui fait avec la ligne 
focale et les côtés du plus grand angle du cône un faisceau 
harmonique. Soit le cône 

^' j. y' ** ^ é. 

tes lignes focales OM ël ON ont pour équations 

a? _ • « 

les plans directeurs 01 et 01' 

a c 

Prenons sur une génératrice quelconque du cône un point à une 
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distance i de Torigine; les coordonnées x^ y, z de ce point 
sont égales aux connus dea wglea gua fait la génératrice avec 
les axes. Les angles w et w' de la génératrice avec les deux li- 
gnes focales sont données par les formules 

cosco = A [x v/a' — î* + z v^*'-f' 6*) , 

A étant une constante. 

De plus, d'après le théorëaaB préeédent, le sinus de Fangle 
que fait une génératrice avec ime ligne focale est propor- 
tionnel au sinus de Tangle qu'elle fait avec le plan directeur; 
on a donc 

sii>»'= 8 (I v/û^^' + J sl^TVJ , 

De ces expressions, on déduit 

stn(u>+to^) = aAB|^^' («•-.*•) +î!(^+*^)]. 

Mais le point x^y^z étant à une distance de l'origine égale 
à 1 et sur le cône, on a 





.a?'-i-y'+z«=i, 


«J 


l'rr- »»-—«? 2» 


«^ 


t>* c' 



-^(a._6^) + î.(6«+e«)=i. 



Pqiîc 



Sin (w + ^') = «AB (û* + c') = w^tinte, 

et par suite aussi 
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Théorème corrélatif. 



La tomme deâ angles que fait une tangente quelconque à une 
ellipse sphérique avec les deux arcs cycliques est constante. 
Ce qui peut encore s'énoncer ainsi : 

Une ellipse sphérique est Venveloppe de la base d'un triangle 
dont deux côtés sont fixes, et Vaire constante; les deux côtés fixes 
sont les arcs cycitgues de t ellipse. 

Théorème m. 

306. — La tangente à V ellipse sphérique fait des angles égaux 
avec les rayons vecteurs du point de contact. 

Nous avons déjà démontré cette proposition dans le chapitre 
précédent; mais on peut la déduire du théorème II par des 
considérations analogues à celles que Ton a employées pour dé- 
montrer là même proposition dans l'ellipse plane. 

Théorème eorrélotif. 

Les portions iune tangente à VeUipse sphérique comprise entre 
le point de contact et les deux arcs cycliques sorU égales. 

Ou bien encore 

Le côté mobile du triangle S aire cofkstante qui enveloppe une 
ellipse, touche cette courbe en son milieu. 

Nous laisserons encore au lecteur le soin de démontrer les 
deux théorèmes suivants» par des considérations géométriques 
analogues à celles que l'on emploie pour les propositions cor- 
respondantes dans l'ellipse plane. 

I. — Les deux tangentes que Von peut mener d'un point à une 
ellipse sphérique font des angles égaux avec les rayons vecteurs 
qui joignent ce point aux deux foyers. 

II. — Le rayon vecteur mené d'un foyer à un point quelconque, 
partage en deux parties égales, V angle des rayons vecteurs menés 
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du même foyer aux points de contact des tangentes à VélUpse 
menées par ce point. 

Les figures supplémentaires nous donnent, pour les théo- 
rèmes corrélatifs : 

I. — Si ïon mène un grand cercle sécant quelconque^ les por- 
tions de ce grand cercle comprises entre Veïlipse sphérique et les 
deux arcs cycliques sont égctles. 

IL — Si par deux points Sun arc cyclique on mène des tan- 
gentes à une ellipse sphérique^ la corde de contact divise cet arc 
cyclique en deux parties égales. 

Théorème IT. 

307. — Le produit des sinus des perpendiculaires msnées d'un 
point d'une ellipse sphérique sur les deux arcs cycliques^ est con-- 
stant. 

Si l'on désigne en effet par a= o, p= o les équations des plans 
cycliques, l'équation du cône peut s'écrire 

a:' + y' + z*=*ap. 

Mais si x^ y, z est un point de l'ellipse sphérique, a et p re- 
présentent des facteurs constants près les sinus des distances de 
ce point aux arcs cycliques, 05* + y* + **=*"' ^6 carré du rayon 
de la sphère, le théorème énoncé n'est donc que l'interprétation 
de l'équation précédente. 
On peut encore énoncer ce théorème de la manière suivante : 
Si un triangle a une base fixe et que le produit des cosinus des 
deux autres côtés soit constant, le lieu du sommet du triangle est 
une ellipse sphérique, dont les arcs cycliques ont pour pôles les 
extrémités fixes de la base du triangle. 



Théorème corrélatiffr 



Le produit des sinus des perpendiculaires menées des deux 
foyers sur une tangente à Veïlipse sphérique est constant. 

308, — En interprétant comme dans le numéro précédent les 



âiifi&rentes foim^ de l'équatioa du cône, pn aéra eonduit à dea 
théorèmes sur l'ellipse sphérique. Ainsi, a, p, y» ? repr-ésentaal 
198 pl^g 4'iW quadrilatère ingcnt dWi »M elUpse pphérique, 
l'équation du cône peut se mettre sous la forme 

ap = Apfi, 

ce qui montre que le produit des mm dw di§tftBa§P 4'«8 PQÎnt 

4e l'elUpM à âw5 fiOtés opposéei 4'ua quadrilatère inscrit est 
dapsi M rapport con^taot ^vep 1q produit des giqu^ de§ ^sr 

tances aux deux autres côtés. 

Si a et p représentent les plans de deux tangentes à une el- 
lipse sphérique, y le pkn de la em^de de contact, l'équation du 

cùm pgut 90 mettre sou§ la forme 

«p 2= *Y«. 

DoRÇi te ?ftoy§uB§ géopaé&îqu^ de» mm des diitingea d'un 

pomt d'une ellipse à deux tftugeutes fixgs, §§{ PfPPOrtiioBfleUç ^ 
la distance de ce point à la corde de contact. 

VU^^m^^p ir. 

309. .-r Les quqtre poinU oi^ les deux ares cycliques ^ont ren- 
contrés par d$y>x tan^ente§ sont sur ufi même petit cerd§. 

Soient en effet L = o, M = o les plans des deux tangpptes, 
R = o le pl^n de H corde de contact. L'équation du cône est 
de la forme I^ftï == R', nous avoQS augsi vu çu elle est de la 
foripe 

a et p représentant ces plans cycliques; ees deux équations doi- 
vent être identiquesi Donc on a identiguepaent, en supposant 
qu'on a multiplié les deux membres de la première de ces équa- 
tions par un feetQur conyeuftblet fftcteup que «pu» supposerons 
§î}tFçrd5^usL0tR. 
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Gomme l'équation a^->«LM ^ o représente iur la Sphère une 
Goûrbe passant par les ({uatre points considérés et qttéré({uation 
«?• + y' + ** "" R* = o, qui lui est identique» représente sur la 
sphère un petit cercle dont le plan est parallèle à R9 ou, œ qui 
revient au même, ayant même pôle que R^ on voitjque les quatre 
points considérés sont sur un même petit cercle ayant même pôle 
que la corde de contact. ] 

Tliéorèaie «•«relatif. 

Le quadrilatère ayant pour côtés les rayons vecteurs menés 
des foyers à deux points de T ellipse sphérique, est drconscriptible 
a Hn petit tèrtlit 

UO, >— CoWêùmm iUt M èpMrêi On détôrmiUâ gëfi^aleM 
ment la position d'un point sur la sphère à l*ài(te de âeUJt 
ooôfttdâtiéeè que l'oâ Hôûime Idn^ttiiâê et latitude f mali d&ns 
beàueoup de (^^ c@ «ystème â'est pM te plus commode* 

Du râyoïi OM feât déterminé lofSqU'cm 

connaît les rapports Ç = -, 7j = | 

entrô léd (M[)ordonné^ reetiligned or^ 

thogonales d'un queltoûquô de sial 

polntSi Nous tippelcm» eei rapporti 

^%« &>«» t^oordottnâeô du rayon Ou eoordoûnées 

dtt poliit M Où le ràyoti petee la sphèrtà» Projfetoûs te rayonOM 

sur les deux plans ^ûô^ »oy ; oti h 

^ t± langGQ; ^ ^ tangGP. 

z z 

Ainsi, dans ce système, les coordonnées Ç, ti d'un point M 
sont les tangentes des arcs CQ, CP interceptés sur deux cercles 
rectangulaires fixes par les artê menés d'un point quelconque 
perpendiculairement aux premiers. Lorsque les axes primitife 

X y 

sont obliques, la signification gépmétnque des rapports -, - 
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ne peut plus s'énoncer d'une manière aussi simple, mais ces 
rapports déterminent toujours sans ambiguïté la position d'un 
point de la sphère. Une équation /"{Ç, ri) = o représente une 
courbe tracée sur la surface de la sphère. 
L'équation du premier degré 

AÇ + Btj + C = o 
devient 

kx + By + Cz=z 0. 

lorsqu'on remplace les coordonnées Ç, ti, par les coordonnées 

rectilignes -, -; cette dernière équation représente un plan 

passant par Torigine ; donc la première représente sur la sphère 
un grand cercle. 

En général, une équation algébrique et entière du degré m 
devient, par cette substitution, une équation algébrique entière 
et homogène du degré m; elle représente par conséquent un 
cône du degré m. Or, si l'on change la direction des axes 
oa?, oy, oz sans changer l'origine, l'équation homogène se 
transforme en une autre équation homogène de même degré 
. en x\ yf, z\ de sorte qu'en divisant par z'**, on aura encore une 
équation du degré m en i', t)'. Une transformation de coordonnées 
n'altère donc pas le degré d'une équation algébrique entière, 
ce qui amène naturellement à la classification des courbes sphé- 
riques algébriques d'après le degré des équations. 

Au moyen de ces coordonnées , on peut étudier les courbes 
sphériques de la même manière que l'on a étudié les lignes 
planes au moyen des coordonnées rectilignes. 



FIN. 
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